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Calcular funciones primitivas con wxMaxima.

Practicar con el concepto de funcion integrable y la integral de una funcién.
Trabajar con funciones definidas mediante integrales

Calcular integrales de forma aproximada.

Estudiar algunas aplicaciones de la integral.

Estudiar la generalizacion de la integral (integrales impropias).
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09-1.- Antiderivadas o primitivas de una funcion. Integral indefinida.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_09-1.wxm.

Definicion. Si f :[a, b]C]R—>]R es una funcion acotada en un intervalo [a,b], se

Ilama antiderivada o primitiva de f a cualquier funcion F continua en [a,b], derivable

en Ja,b[ y tal que DF(x)= f(x) paratodo x ]a,b[. Asi por ejemplo, F,(x)=x’+2 i
F,(x)=x*-6 son antiderivadas de la funcion f(x)=3x* en cualquier intervalo
[a,b]CR.

Si F es una antiderivada de f, es inmediato razonar que el conjunto de todas las
antiderivadas de f se llama integral indefinida de f y se define mediante:

D™(f(x)) ={F(x)+C, DF(x) = f(x),C = constant}

También es habitual designar la integral indefinida de una funciéon con la notacién
clasica I f (xX)dx, notacidn que se justificara mas adelante.

La metodologia cléasica para la obtencién de la integral indefinida de una funcion se
fundamenta en dos resultados importantes: la formula de integracidén por partes y el
teorema del cambio de variable, que enunciamos a continuacion.

Calculos de primitivas por partes. Si se trata de calcular la integral indefinida de una
funcion f(x), se puede escribir esta funcion como el producto f(x)=u(x)Dv(x) vy

entonces se puede calcular la integral indefinida de f mediante la expresion:
D (f(x))=D"(u(x)Dv(x))=u(x)v(x) - D*(Du(x)v(x))+C

La notacidn clasica de este método es:

f f(x)dx = f u(x) Dv(x)dx = u(x)v(x) — f Du(x)v(x)dx +C

Célculos de primitivas por cambio de variable. Para calcular la integral indefinida de
una funcién continua f:[a,b)JCR— R se considera una funcion ¢:[c,d]— [a,b]

biyectiva y derivable en el intervalo Jc,d[ tal que De¢(t) =0 para todo t €]c,d[. Esta
funcion se llama funcién de cambio de variable. Por lo tanto, si x =¢(t) esto equivale

a t=¢p'(x) y ademas la funcion inversa ¢ es derivable en Ja,b[, verificandose que
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Si se considera ahora una antiderivada G de la funcion g(t) = f (p(t))De(t) se
cumple que:

D(Gop™)(x)= DG (¢ () Dy (x) = T (1)) Dw(t)ﬁ ~ ()

Asi pues, el célculo de una antiderivada de f se puede llevar a cabo calculando una
antiderivada de la funcién g(t) y entonces se cumple:

D (f(x))=(D™(g(®))ee () +C

expresion que se conoce como antiderivacion o primitivacion por cambio de variable o
por substitucién.

La notacion clasica de este método es:

[ 100dx=( [ F(a®)DPg(t)ct)or(x)+C

Vamos a ver como se desarrolla el célculo de antiderivadas o primitivas con
wxMaxima. En primer lugar hay que definir la funcién a integrar y después la
instruccion que hay que aplicar es “integrate” especificando la funcion y la variable.
Asi, por ejemplo:

(%il) fl(x):=2*x"2-5%x+1;  integrate(fl(x), x);
(%01) fi(x):=2x%-5x+1
2% 3x%°
{%-::2] - + ¥
3 2

El resultado es la primitiva que podriamos Ilamar “candnica”, ya que la constante de
integracién es nula. Si se quiere una notacion en la que se vea este proceso de forma
mas clara, entonces:

(%i3) 'integrate(fi(x), x)=integrate(fl(x), x);

2% 5x2
(%03) | 2x2-5x+1dx =—0- ;{ +x

a2

L

También se puede calcular la integral indefinida de funciones en la expresion de las
cuales hay parametros. Por ejemplo:
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(%oi4) f2(x) := a2*x"2 + al™x + al;
"integrate(f2(x), »)= integrate{f2{x), x);
(%04) f2(x):=a2 x%+al x +al

azxd alx?

(%05) Iazx2+alx+andx =

+al x

Veamos otro ejemplo:

(%i6) assume(a=0)5
F“(v-:“l':v-:"" ; "integrate(f3(x), x)=integrate(f3(x), x);

(%07) f3|[:-cj = x°

. a+1
%o08) | x"dx =
(%o8) | —
(%oi9) F“B(v{“l'm-:""(—l}; 'integrate(f33(x), x)=integrate(f33(x), x);

(%09) f33(x):=x"

(%%010) '—d}: =log(x)

En ocasiones el programa no da la respuesta que se podria esperar; asi, por ejemplo:

(':-:.|11 f4(x):=log(1+sgt{1+x"2))5
|ntv:c1ratn:(f4(x b |—||1tv:aratn:(f4(a I, ®);

2
%0012) 'Iog(f\h: +1+1)dx = ' X. dx +}:I0g(f\;|}c2+1+1)+atan(x)—x

3/
J (x2+1)7 T+x2 41

Hay pues que evaluar de alguna manera la integral indefinida que aparece en el segundo
miembro. Veamos su célculo; en primer lugar definimos la funcion a integrar:

(%il3) RO =x"2/((x"24+1)™(3/2)+x"2+1)5 integrate(R(x) ,x);
i 2
X
(%014) ' " dx
Jo2+1)7 Tt 1

Ahora calculamos una expresion de esta funcién aplicando una simplificacion
algebraica de esta funcion racional:

(%il5) rlx”2/((x"24+1)"(3/2)+x"24+1)5 ri=ratsimp(rl),algebraic;

%2 Aulei-1

(%016) : =

L3 2 2
(x2+1)" T4+x2+1 X1
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Y ahora ya podemos expresarla como funcién y calcular su integral indefinida:

(%il7) r2(x):=(sgr(x™2+1)-1)/(x"2+1)5
|nt':qrat-:(r2(x ), x)=integrate(r2(x), x);
®241 -

x2+1

(%018) dx = asinh(x)-atan(x)

Finalmente ya podemos expresar la integral indefinida que se queria calcular:

(%i19) 'integrate(f4(x), x)=asinh(x)-atan(x)+x*log(sqrt(x"2+1)+1)+atan(x)-x;

Ir::g{f\.l}:2+ 1+1)dx =x Ir::g{f\.l}:2+ 1 +1)+asinh(x)-x

(% -:119]

Verificamos la correccién de los célculos, viendo que en efecto, la derivada de la
funcién primitiva es la funcion inicial:

(%i20) F4(x): —h”lu:uq{s.qrt(}{"‘-2+ 1)+1)+asinh{x)-x5
diff(F4(x), x);

Z 1
(%021) log(~x2+1 +1)+ S — 1

=\|I>{2+1|{w||x2+1+1:: ¥ +1

(%i22) radcan(%);

(%022) log(~x%+1 +1)

Veamos algunos ejemplos mas:

(%i23) f3(x):=1/({(x-2)*sqrt(x+2))5
integrate(f3(x), x I—II‘It':'EH’EIt':'I':fJI:H ), X);

1 log(alx+2-2) log(~fx+2 +2)]
(%024) | ————dx =2| = ) ol :
S (-2 adw+2 4 4 J

(%i25) fo(x):=(2%x+a)/(x"2-5%x+3)5
integrate(fo(x), x |—|ntv:qratn:(fu{a ), X);

(3+5) logl L2V E-5 (2 %-~M13"- 5"'.
2x+a L2 w13 - 5
(%026) | ———dx = +|0g(x -5x+3)
%e-5x+3 13

(%i27) f7(x):=(b*x+a)/(x™2-5%x+3)5
integrate(f7(x), x I—II‘It':'IIJI’EIt':(f?I':H ), %),

(2 x-~13 5"
(3b+2a) Il:ug - 5 )
bx+a L2u+13-5) blog{x-3x+3)
(%028) | ————dx = +
J x2-5%+3 213 2
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(%i29) ratsimp(%a);

(2%x-~13-5 |
1 (sb+2a) Ing:—:' ++J13 b log(x?-5x+3)
bx+a L2Zu+13-5)
(%029) | ———dx =
x2-5x+3 2413

e

En algunos casos el célculo de la integral indefinida no se puede llevar a cabo, ya que
pese a que exista no se puede expresar en términos de funciones elementales. Veamos
un ejemplo clésico al respecto:

(%i30) f8(x):=exp(-x"2)5
|ntv:|:lrat-:(f8(a x)=integrate(f8(x),

2 *\'Terfix,:

(%031) | %e ™™ dx = >
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09-2.- Integral de una funcion en un intervalo. Célculo de integrales.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_09-2.wxm.

Si f:1=[ab]cR— R esuna funcion positiva y continua y, por lo tanto, acotada en

el intervalo cerrado [a,b], la integral definida, o sencillamente la integral, de la funcion

en el intervalo se calcula mediante el Teorema fundamental del Célculo o regla de
Barrow, el cual establece que:

[ toode= [ £ (de=F (o)~ F(a)=[F (9],

[a,b]

donde F esuna antiderivada o primitiva de f en [a,b].

Si f:l= [a,b]c R — R es una funcién positiva y continua a trozos en el intervalo
cerrado [a,b], con discontinuidades evitables o de salto en este intervalo, es decir, si
I, =[X %) k=12,....,p, l,u---Ul =1,y los limites laterales de la funcion en los

puntos frontera de estos intervalos son finitos, si indicamos por
f(x)="f(x), xel,k=12..,p,isi D*(f(x))=F(x), xe |, entonces:

P
j f(x)dx =Y j . (x)dx
[a,b] k=L [ e
[ fdx=F (%)= F(%), k=1,2,..,p

[X¢ Xl

La sintaxis para el célculo de la integral de una funcion en un intervalo cerrado con
wxMaxima es muy sencilla y consiste en definir la funcién y aplicar la instruccion
“integrate” indicando la funcién, la variable y los limites inferior y superior del
intervalo de integracion:

(%il) f1(x):=3%"x"2 - 2%x + 45
1 - T o I Y ) -y H - T o I Y ) -y
integrate(t1{x), x, 1, 3)=integrate(fl(x), %, 1, 3);

A

(%02) ' 3x%-2 x+4dx =26
T |

(%i3) f2(x):=sin(omega®x)s
integrate(f2(x), x b)=integrate(f2(x), x b);
eqratel T4 X ), ¥, a, D)=Ntedrate| TL X)), X, a, D),
o _ cos{aw) cos(ba)
sinfo x)dx = -

(%604)

fa
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(%i5) f3(x):=explalpha®x)s
‘integrate(f3(x), x, a, b)=integrate(f3(x), x, a, b);

b R ; .
o o B O b :!_.GEEI o
(%06) Yoe” tdx = -

e e

v a
Sin embargo, no siempre se obtiene el resultado que se espera:
(%i7) f4(x):=cos(x)/(100 - x~6)3
integrate(f4(x), x, 0, 1)=integrate(f4(x), %, 0, 1);
1 1 cos(s)

—dx = —dx
J g100-x° J g1o0-x°

cos(x)

(%08)

Es decir, el programa no siempre calcula la integral de cualquier funcion y, por lo tanto,
hay que desarrollar otras metodologias que permitan este calculo. La mejor es la que se
denomina integracién numérica o calculo aproximado de integrales, que se vera mas
adelante. Aqui podemos obtener una primera aproximacién aplicando el Teorema del
valor medio integral, el cual establece que

b

f f(x)dx = u(b—a), m=r[nibr]1 f(X)<pu<M =r[nat13< f(x)

Se define el valor medio integral mediante:

1
~(b-a)

b ] f (x)dx

En el caso anterior nos ayudamos de una representacion grafica:

(%3] weeplot2d([F00], [2,0, 1], [y, O, 0.015], [ylabel, "7, [egend, "f(x)"], [style, [ines, 2],
[gruplot_prearmble, "set size ratio 1; set grid"], [ntcks, 2007 %

0014 [ ix)
0.012
0.01
0.008
{94t3) 0.006
0.004 |
0.002
0

0 02 04 06 08 1

X
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Se observa que la funcién es decreciente y por lo tanto, su maximo se alcanza en el
extremo inferior del intervalo y el minimo en el extremo superior del intervalo:

(%oid) M=M:F(0); r=rr:fi1);
f(0), nurmer; fi1), nurmer;
1
o -
{ Yaod) o
cos(1)
(%oo5) m=
Qa9

(%h06) 0.01
(%07) 0.0054575990491731

Tomando como valor intermedio la media aritmética del méximo y del minimo, resulta:

(%2 Integral_aproximada=TA:(m+M)/2;
cos(1) 1
+_
=] 100
2

(%02 Integral_aproximada=
(%0i9) %o, numer;
{ %009 Integral_aproximada = 0.0077 287995245866

La representacion grafica es:

C(9i10) TA(x):=0.0077 2879952458664
wplot2d([f(x), TAGQ], [x,0, 1], [y, 0, 0.015], [legend, "f(x)", "IA(<)"], [ylabel, ™1, [style, [lines, 2]],
[gruplot_prearble, "set size ratio 1; set grid"], [ntcks, 2001 )%

o014 [ 7 T 1x)
0012 | IAX)

001 \
0.008 L ]
(%t11) 0.006 | \

0.004 }
0.002 }
0

0 02 04 06 08 1

X

En el caso de una funcion periddica sinusoidal, se Ilama valor eficaz de la funcion la
raiz cuadrada del valor medio integral del cuadrado de la funcion, es decir:

10 2
Vef :\/H / (f(X)) dx
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Ilustrémoslo graficamente con un ejemplo:

(%12} gl )=(sin(x)1)"™2%
integrate(gix), =, 0, 2*%api)=integrate(qix), =, 0, 2*%%pi);

2 m

(%0013) J sir‘n:szdx =1

0

(%6i1d) Vef=Vefsqrt(( 1/ 2*%pi 1 Mntegrate(glx), =, O, 2*%0pi);
1

N

' (%i15) wxploted([g(), Vef], [x, 0, 2%%pi], [v, 0, 1.5], [legend, "g(x)", "vef"], [viabel, "™, [style, [ines, 2]],
[gnuplot_prearmble, "set size ratio 1; set grid"], [ntcks, 3007 %

(%01d) Vef =

14 T T T )
12 | Vef

1 ¢
s | /N [\
(9%t15) 06
04

02 t
0
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09-3.- La funcion integral. Aplicaciones.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_09-3.wxm.

Si f:l1=[abJc R— R esuna funcién integrable en un intervalo cerrado y acotado,
se define la funcidn integral o funcion area mediante:

fxf(t)dt, si a<x<b

0, Si Xx=a

F(x)=

Esta funcién tiene dos propiedades muy importantes:
e Escontinuaen el intervalo [a,b].

e Silafuncion f es continua en el intervalo [a,b] , entonces la funcion integral F
es derivable en |a,b| verificandose que DF(x) = f(x), vx e Ja,b].

Con wxMaxima se puede definir la funcion integral como se expone a continuacion. En
primer lugar definir la funcién, utilizando una variable diferente y a continuacion
calcular la integral definida poniendo como limite inferior el extremo inferior del
intervalo y como extremo superior la variable que se asignara a la funcion integral.
Veamos la sintaxis:

(%il) F(x):=integrate(f(t), t, a, x);

(%01) F(x):= xf[t)dt

o

Ejemplo 9.3.1. Consideramos la funcién f : 1 = [—3, 3] C R — R definida por:

f(t)=2t"-3t+4,tc[-3,3]
En primer lugar lo expresamos mediante una integral:

(%il) fth=2%"2 - 3% + 44
T integrate(f(t), £, -3, x) ) = integrate(f(t), £, -3, x) ;

(Yh02) J f{tidt =
-3

4y3-0x+24 % 87
2

Ahora definimos la funcidn integral:
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(%) define (F(=) , integrate(f(t), £, -2, %13 ;
4x3-0x2+24% g7

I:':'f'r003ll FI:)() ::f-}?

Una representacion grafica conjunta con las dos funciones puede ayudar a la
interpretacion; obsérvese que para hacer la representacion grafica hay que redefinir la
funcién f usando la misma variable que para la funcion integral. Asi:

(i) fx) =202 - 3% 4+ 44
worplot2d([f(x),F]], [x, -3, 3], [y, 0, 70], [legend, "f(x)" , "F(x)"] , [style, [ines, 2]],
[plot_format, gnuplot], [gnuplot_preamble, “set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 3007 1%

70 : :

i(x)
60 F(x)
50 |
40 |t
30
20 ¢t
10 ¢
0

(%t4)

% 2 1 0 1 2 3

X

Dado que la funcién f es continua, la funcion integral F es derivable y se ha de cumplir
la propiedad enunciada anteriormente. En efecto, calculamos esta derivada:

(%S diff(Fx), =),

12 %2- 18 x+ 24
(%05) ——— =
(%05 ) ratsimpl %),
(%606) 2 x7-3 x +4

Obsérvese que el valor de la funcion integral en el extremo superior del intervalo ha de
coincidir con la integral de la funcién en el intervalo. En efecto:

(%7 ) integrate(f(t), £, -2, 3)=integrate(f(t), £, -3, 3);
F2)=F(3);

3
(%07) J 2t2-3t+4dt =60
-3

(%08) F(3)=60
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Ejemplo 9.3.2. Consideramos la funcién f : 1 = [0, 4] C R — R definida por:

6, si 0<x<2
3, sl 2<x<4

f(x):{

Esta funcion no es continua y observaremos que la funcién integral es continua pero no
derivable en el intervalo de definicion. En efecto:

(%il) f1(t):=65 f2(t):=3%
f{t):=if t<=2 then f1{t) eke f2(t);
(%03) f(t):=if t<=2 then fi(t) eke f2(t)
(%0i4) integrate(fi(t), t, 0, x);
integrate(f2(t), t, 2, x);
(%004) 6 x
(%05) 3(x-2)

(%i6) f1{x):=65 f2(x):=35
f(x):=if x<=2 then f1(t) eke f2(t)5
(%i0) F1(x):=6%x5  F2(x):=F1(2)+3%(x-2)5
F(x):=if x<=2 then F1(x) else F2(x);
(%011) F(x):=if x<=2 then Fi(x) else F2(x)
(%0il2) wxplot2d([f(x), F(x)], [x, 0, 41, [v, 0, 251, [legend, "f(x)", "F(x)"], [style, [lines, 217,
[plot_format, gnuplot], [gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 3007)s

25 —
1(x)
20 | F(x)
15 |
=29
(%t12) 10 ¢
5t
O i i i ! L L !
0051152 25 3 35 4
x

Aplicaciones de la funcion integral.

La definicion de la funcidon integral permite calcular derivadas de funciones definidas
mediante integrales, es decir, funciones de la forma:
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G =["" fdt ; HX)= j(()’ f(t)dt

En efecto, aplicando la regla de la cadena es inmediato establecer que la derivada de
estas funciones es:

DG(x) = D(I:(X) f(t)dt) - f (u(x)) Du(x)
DH (X) = D( j(()) f(t)dt) = £ (u(x)) Du(x) — f (v(x)) Dv(x)

Veamos como se hacen los calculos con wxMaxima.

Ejemplo 9.3.3. Se trata de calcular la derivada de la funcién definida por:
_ ¢ log(1+t)
G(X) = L —oa

Entonces:

(%%il) flon=Cogi 1+t /(2% 2);
Fix ) =integrate(fit), t, 2, Yoae™x);

|
(%o01) f(t) = 2D
2 2
Df"c-Ex
(%02) F(x) = J Frr)de
z

(%0i2) assume(Yoe™x - 2 = 0%
DF () =diff(Fix), =),

e ((%e®+ 1) log{%e® +1)-x %e™)-%e ™ (%e® log{%e® +1)-x %e®)

(%ood) DF (%)= 2

(%65 ratsimp(%6);
%" logl%he® + 1)
2

(%005 DF(x )=

Ejemplo 9.3.4. Se trata de calcular la derivada de la funcién definida por:

3x2+2x-1

H(x):jx+l (1+¢')dt

Entonces:
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(%0il) F20x ) =integrate (1), £, ulx), w(x));
Wi

(Yool) F3(x):= J flt)dt
i

(%i2) flth=exp(t)+1%  ulx)=x+1% v =3%e 24 2% 1%
diff(F20),%0;

z
(%605 ) Bhe 1 ((5 %421 %e N g one g D %e)— el 4
(%It ) ratsimp(%);

Z
(%606) Bhe L ((6 % 2) e T e 2 g ey %e)

16
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09-4.- Calculo aproximado de integrales. Integracion numerica.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_09-4.wxm.

Si f:[a,b]cR-ﬂR es integrable en este intervalo, el Teorema fundamental del

Célculo permite calcular la integral de la funcién en [a,b|CR. Sin embargo, hay

funciones para las que el célculo de su integral indefinida es muy dificil o incluso no es
expresable mediante funciones elementales, como es por ejemplo el caso de la funcién

exp(—x?) que es continua en cualquier intervalo [a,b] C R vy, por lo tanto, admite una

primitiva. Para poder resolver el calculo de la integral en estos casos, se pueden aplicar
métodos aproximados, como los que se estudian en este apartado.

Si f:[a,b]c R — R esuna funcion integrable en [a,b] C R, se denomina particion del
intervalo un conjunto de puntos P={x,,X,...x,} del intervalo [ab] tal que

b—a
h=x_,—X,k=0,1...,n—1. Naturalmente se cumple h -

9.4.1. El método de los trapecios.

En cada uno de los intervalos I, =[x, X.,], k=0,1,...,n—1 asociados a la particion se
considera la funcion gx definida por la recta que pasa por los puntos (X, f(X.)) y
(X1, F(X.,1)); Hecho esto, la integral de la funcion dada en el intervalo I, se puede

aproximar por la integral de esta funcion lineal en ly. Finalmente, la integral de la
funcion en [a,b] C R se puede aproximar por la suma de las integrales de gx en Iy :

n-1 o n-1
[[foodx=Y"[ gk(x)dx:h(w+zf(a+kh)j
a k=0~ k=1
expresion que se conoce como formula de los trapecios.

Ejemplo 9.4.1. Se quiere calcular aproximadamente por la formula de los trapecios la

integral de la funcion f(x) :1+1835i)6 en el intervalo [0, 2].

Haremos los célculos afinando sucesivamente la particion del intervalo viendo en
primer lugar que el programa no nos da ningun resultado si pedimos calcular la integral:
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(%il) f(x):=1 + cos(x)/(100-x"6)S
integrate(f(x), x, 0, 2)=integrate(f(x), x, 0, 2);
2 cos(x) 2 cos(x)

—+1dx = —+1dx
J gloo-x® J gloo-x°

(%02)

Haremos una representacion grafica de la funcion en el intervalo considerado:

(%i3) wxplot2d([f(x)], [x, 0, 2], [y, 0,96, 1.04] , [vlabel, "], [legend, "f{x)"], [style, [lines, 217,
[plot_format, gnuplot], [gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] )5
1.04
103 |
102 |

1.01 1
1 1 |
(%t3) pog |

098
097
0.96

" f(x)

Y ahora ya podemos comenzar las iteraciones:

(%i4) h=h:0.25 ni=2/h;

(%05) n1=10.0

(%0ib) IA_trapezis_1=T1:h*((f(0) + f{2))/2 + sum(f(h*n), n, 1, 9)), numer;
(%%o00) IA_trapezis_1=2.008142250402611

(%i7) killh)s h=h:0.15 n2=2/h;

(%09) n2=20.0

(%i10) IA_trapezis_2=T2:h*((f{0) + f{2))/2 + sum(f(h*n), n, 1, 19}), numer;
(%0010) IA_trapezis_2 =2.008332190715854

(%i1l) kil(h)s h=h:0.05% n3=2/h;

(%013) n3=40.0

(%il4) IA_trapezis_3=T3:h*((f(0) + f(2))/2 + sum(f(h*n), n, 1, 39)), numer;
(%014) IA_trapezis_3=2.008384205938344
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(%il15) kil(h)s h=h:0.015 n4=2/h;

(%017) n4=200.0

(%il8) IA_trapezis_4=T4h*((f(0) + f{2))/2 + sum{f(h*n}), n, 1, 199)), numer;
(%0018) IA_trapezis_4=2.008401415164511

(%il9) kil(h)s h=h:0.005% n5=2/h;

(%021) N5 =400.0

(%0i22) IA_trapezis_5=T5:h*((f(0) + f(2})/2 + sum(f(h®n), n, 1, 399)), numer;
(%022) IA_trapezis_5=2.008401958078575

9.4.2. El método de los rectangulos.

En cada uno de los intervalos I, =[x, X,.,], k=0,1,...,n—1 asociados a la particion se

considera la funcién constante gy definida por el valor de la funcién en el punto medio
de este intervalo, es decir:

g,0¢) = f [%] k=012,..n-1

Hecho esto, la integral de la funcion dada en el intervalo I, se puede aproximar por la
integral de esta funcion constante en lx. Finalmente, la integral de la funcion en
[a, b] C R se puede aproximar por la suma de las integrales de gk en I :

b ot Xis1 *
L f(x)dx ~ ijk g, (X)dx = hf (X))
k=0
expresion que se conoce como formula de los rectangulos.

Ejemplo 9.4.2. Se quiere calcular aproximadamente por la formula de los rectangulos

. L cos(x)
la integral de la funcion f(x) =1
9 & +100 x®

en el intervalo [0, 2] .

ya sabemos que el programa no calcula esta integral y tenemos la representacion grafica
hecha en el Ejemplo anterior. Ya podemos comenzar directamente las iteraciones:

(%i23) Kil(h)s  h=h:0.28  ni=2/h;
(%025) ni=10.0
(%i26) IA_rectangles_1=R1:h*(sum(f(h*(n + n+1)/2), n, 0, 93}, numer;
(%026) IA_rectangles_1=2.008522131029097
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(%i27) kil(h)s h=h:0.15 n2=2/h;

(%029) n2 =20.0

(%i30) IA_rectangles_2=R2:h*(sum(f(h*(n + n+1)/2), n,
(%0030) IA_rectangles_2 = 2.008436221160835

(%i31) kil(h)s h=h:0.055 n3=2/h;

(%033) n3=40.0

(%i34) TA_rectangles_3=R3:h*(sum(f(h*(n + n+1)/2), n,
(%034) IA_rectangles_3 = 2.008411041591628

(%i35) kil(h)s h=h:0.015 n4=2/h;

(%037) n4 = 200.0

(%i38) IA_rectangles_4=R4:h*(sum(f(h*(n + n+1)/2), n,
(%0038) IA_rectangles_4 = 2.00840250099264

(%i35) kil(h)s h=h:0.015 n4=2/h;

(%037) n4 = 200.0

(%i38) IA_rectangles_4=R4:h*(sum(f(h*(n + n+1)/2), n,
(%%038) IA_rectangles_4 = 2.00840250099264

9.4.3. El método de Simpson.

Este método se basa en la aproximacion de la funcion por un polinomio de segundo
grado. Para poder llevar a cabo esta aproximacion se requiere que el nimero de
intervalos sea par y, por lo tanto, que el nimero de puntos de la particion sea impar. Por

b-a

lo tanto, indicaremos n=2p, h=2— y los puntos de la particion seran
p

P= {xo, Xiseens xzp} . La expresion que resulta es:

p-1

I:]., 1';fll‘|\|

L0

NUmer,

0, 39))

Fr

numer,

0, 199)), numer;

=4

0, 199)), numer;

e

.[: F(x)dx ~ 22( f (%) + 4T (Xea) + T (Xoi5))

k=0

expresion que se conoce como formula de Simpson.

Ejemplo 9.4.3. Se quiere calcular aproximadamente por la formula de los rectangulos

. ., cos(x)
la integral de la funciéon f(x)=1
g & Jr100 x®

Ya sabemos que el programa no calcula esta integral y tenemos la representacion

en el intervalo [0, 2].

gréfica hecha antes. Ya podemos comenzar directamente las iteraciones:
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(%i43) kil(h)s h=h:0.2% nl=nl:2/h; pl=nl/2;
(%045) nl=10.0
(%046) p1=5.0
(%i47) IA_Simpson_1=
S1:(h/3)*(sum(f(h=2%n) + 4*f(h*(2*n+1)) + f(h*(2*n+2)), n, 0, 4)), numer;
(%%047) IA_Simpson_1=2.008349561013199

(%0i48) kil(h)s h=h:0.1% n2=n2:2/h;,  p2=n2/2;
(%050) n2=20.0
(%051) p2=10.0
(%i52) IA_Simpson_2=
S2:(h/3)*(sum(f(h*2*n) + 4*f(h*(2*n+1)) + f(h*(2*n+2)), n, 0, 9)), numer;
(%052) IA_Simpson_2 = 2.008395504153601

(%%i53) killh)s h=h:0.02% n3=n3:2/h; p3=n3/2;
(%055) n3=100.0
(%056) p3=50.0
(%i57) IA_Simpson_3=
S3:(h/3V*(sum(f(h=2%n) + 4*f(h*(2*n+1)) + f(h*(2*n+2)), n, 0, 49)), numer;
(%0o57) IA_Simpson_3 =2.008402121260181

(%%i58) kil(h)s h=h:0.01% n4=n4:2/h;  p4=n4/2;
(Y0060) nd4=200.0
(%0061) p4=100.0
(%i62) IA_Simpson_4=
S4:(h/3V*(sum(f(h=2*n) + 4*f(h*(2*n+1)) + f(h*(2*n+2)), n, 0, 99)), numer;
(%062) IA_Simpson_4 =2.008402137973978

9.4.4. Métodos implementados en wxMaxima.

El programa wxMaxima tiene implementado el llamado método de Romberg, que es un
método iterativo basado en la férmula de los trapecios (ver referencias). La sintaxis es
muy sencilla:

(%id3) 'integrate(f(x), x, 0, 2)=romberg(f(x), x, 0, 2);

: cos(x)

J g1o0-x8

+ 1dx =2.008395056340455

(%063)
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09-5.- Integrales impropias.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_09-5.wxm.

Las integrales impropias son una generalizacion de la integral de una funcion en un
intervalo, en los casos siguientes:

1) El intervalo no es acotado y la funcién es acotada en este intervalo (integrales
impropias de primera especie).

2) El intervalo es cerrado y la funcién no es acotada en este intervalo (integrales
impropias de segunda especie).

Pueden darse conjuntamente las dos situaciones anteriores, aplicandose entonces una
metodologia que contempla los dos casos.
9.5.1 Integrales impropias de primera especie.

Consideramos una funcién f :[a,+oo[ — R que cumple:

- La funcion es acotada en el su dominio;
- La funcién es integrable en todo intervalo [a,x]c[a,+o[ cualquiera que sea

X>a.
En estas condiciones se define la integral (impropia) de la funcion en el intervalo
[a,+o[ mediante el limite al infinito de su funcion integral, es decir:

) T (tydt = lim [ " f ()t

Si el limite existe y es finito se dice que la integral (impropia) es convergente. En caso
contrario, se dice que es divergente.

Se definen de forma anéloga:

[ fodt=lim [t

—+00 X C
f f(t)dt = lim f fOdt+ lim [ f)dt
—00 X——400 C X——00 X

Ejemplo 9.5.1. Se considera la funciéon f(x)=exp(—ax), a>0 definida en el
intervalo [0, +oo[ . Se trata de ilustrar el método de estudio de la convergencia de esta
integral impropia y, si es convergente, calcularla.

En primer lugar definimos la funcién:
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(%0il) fi{t):=exp(-a*t);
(%%o1) f1(t):=exp((-a)t)

Ahora calculamos la funcion integral:

(%i2) assume(a=0)s
integrate(f1(t), t, 0, x)=integrate(f1(t), t, 0, x);

* 1 e @ X

-at
(%03) | %e ® dt =—-
Jo a a

(%i4) F1(x):=1/a-%e™(-a*x)/a;
1 %el3)x

(%004) Fl{}cj::g—

d
Ahora calcularemos el limite de la funcion integral:

(%i5) 'limi(F1(x), %, inf)=lmit{F1(x), x, inf);
1 %pe™@* 1

0 TR —_
(%05) lm I -

K=

Dado que es finito, la integral impropia es convergente y vale 1/a. La sintaxis de
wxMaxima que permite los calculos directamente es:

(%i6) 'integrate(fi(t), t, 0, inf)=integrate(fi(t), t, 0, inf);

1
(%06) | %e? dt ==
o 0 a

Ejemplo 9.5.2. Se considera la funcion f(x):ia, a>1 definida en el intervalo
X

[1, +oo[. Se trata de ilustrar el método de estudio de la convergencia de esta integral
impropia y, si es convergente, calcularla.

En primer lugar definimos la funcion:

(%il) f2(t):=1/t"a;
1
(%01) f2(t):=—
tEI

Dividiremos el estudio en dos casos: a > 1 y a = 1. Ahora calculamos la funcion
integral en el primer caso:
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(%i2) assume(a=1)s assume(x>1)s
integrate(f2(t), t, 1, x)=integrate(f2(t), t, 1, x);
S 1-a
1 b
(Yo04) —dt =
tEI
o
(%) F2(x):=1/(a-1)-x"(1-a)/(a-1);

1-a

1
a-1 a-1

(%05) F2(x):=———

a-1 a-1

Ahora calcularemos el limite de la funcion integral:

(%i6) 'Imit(F2(x), x, inf)=lmit(F2(x), x, inf);
1 x® 1

a-l_a-l _a-l

(%06) lm

e s

Dado que es finito, la integral impropia es convergente y vale 1/a-1. La sintaxis de
wxMaxima que permite los célculos directamente es:

(%i7) 'integrate(f2(t), t, 1, inf)=integrate(f2(t), t, 1, inf);
1 1
(%07) —dt =—
Jt a-1

Veamos ahora el caso a = 1:
(%iB) f21(t):=1/t5
integrate(f21(t), t, 1, inf)=integrate(f21(t), t, 1, inf);
defint: integral is divergent.

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

En este caso la integral impropia es divergente.

9.5.2 Integrales impropias de segunda especie.

Consideramos una funcién f :]a,b] — R tal que:

« es integrable en todo intervalo cerrado [a+5,b] cJa,b] cualquiera que sea

O<o<b-a;
o secumple lim f(x)=+oo.
X—a+

Entonces, se define la integral impropia de f en el intervalo [a,b] mediante:
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“todt=tlim [ f )t
[ fwde=tim [ £

Si este limite existe, la integral impropia se dice que es convergente; en caso contrario,
se dice que es divergente.

Se define de forma anéloga la integral impropia de la funcion fen el intervalo [a,b], en

los casos:
« La funcidn es integrable en todo intervalo cerrado [a,b—&]c[a,b[ cualquiera

quesea 0<d<b-a y Ime =0
« La funcion es integrable en los intervalos [a,x, —&] y [X,+,b] cualquiera que

sea 0<d&<max{x,—a,b—x} y limf=Ilimf =oco.
Xo— X+
Ejemplo 9.5.3. Se trata de estudiar la convergencia de la integral impropia
2
1
f dx
1 VX—

En primer lugar definimos la funcién:

-

(%il) f4(£):=1/(sqrt(t-1));

(%

1
ol) f4{t):=—
) f4(t) =
Ahora calcularemos la funcion integral:

(%i2) assume(x-2<0)5 assume(x-1>0)3
integrate(f4(t), t, x, 2)=integrate(f4(t), t, x, 2);
"2

1
(%a04) ﬁdt =2-2~x-1
Voon B

(%i5) F4(x):=2-2%sgrt(x-1);
(%05) F4(x):=2-2lx-1

Y finalmente calcularemos el limite lateral por la derecha en el extremo inferior del
intervalo:

(%i6) 'Imit(F4(x), %, 1, plus)=limit(F4(x), x, 1, plus);

(%06) Im 2-2+x-1=2

=1+
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Por lo tanto, la integral impropia es convergente. La sintaxis para calcularla con
wxMaxima es:

(%i7) 'integrate(f4(t), t, 1, 2)=integrate(f4(t), t, 1, 2);

<

1
(%07) | —=dt =2
J oAt

Observacion. Consideramos una funcién f :]a,b] — R tal que f es integrable en todo

intervalo cerrado [a+8,b]<]a,b] cualquiera que sea 0<d5<b-a y se cumple

Iim+ f (X) = +00. Si se considera el cambio de variable definido por:
1 1
x:g®=a+? mez—p
entonces se cumple:
1
b b-a

!f(x)dx=+joo f(a+%j(—tizjdt:+ff(a+%)(éjdt

es decir, la integral impropia de segunda especie se ha transformado en una integral
Impropia de primera especie.
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