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4. Aplicar las reglas de l’Hôpital. 
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7. Aplicación práctica de las propiedades de las funciones derivables. 
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08-1.-  Extremos locales de una función. Extremos absolutos 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-1.wxm.  
 
Definición (extremos locales o relativos).   
 
Consideremos una función real de variable real  [ ]: ,f a b Ì   ; entonces:  

 se dice que f  tiene un máximo local (o máximo relativo) en el punto  0 ,x a b , si 

existe 0r   tal que  

0 0( ) ( ), ( ; ) [ , ]f x f x x B x r a b     

 se dice que f  tiene un mínimo local (o máximo relativo) en el punto  0 ,x a b , si 

existe 0r   tal que  

0 0( ) ( ), ( ; ) [ , ]f x f x x B x r a b     

 
Los máximos y mínimos locales se llaman extremos locales o relativos. La 
interpretación gráfica de esta definición se puede ver a continuación. 
 
Máximo local de una función derivable: 
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Mínimo local de una función derivable: 
 

 
Mínimo local de una función no derivable: 
 

 
 

Proposición. Si una función f  tiene un extremo local en un punto 0x  y es derivable en 

este punto, entonces se cumple 0( ) 0Df x  . 

 
Este resultado significa que la recta tangente a la gráfica de la función es horizontal, tal 
como se muestra a continuación. 
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Máximo local de una función derivable: 
 

 
Mínimo local de una función derivable: 
 

 
 
Los puntos en los que se cumple la propiedad ( ) 0Df x    se denominan puntos críticos 
de la función. La proposición anterior dice que todo extremo local es un punto crítico. 
El recíproco no es cierto, como ilustra por ejemplo la función 3( )f x x  , que cumple 

(0) 0Df   y sin embargo no presenta un extremo local en este punto.  
 
 
 
 
 



6  Tema 8:  Cálculo diferencial de funciones reales de variable real (2)  

Punto crítico de una función derivable en el que no hay extremo local: 
 

 
 
 
Estudio de los extremos locales de una función. 
Consideremos una función :f AÌ   . Para determinar los extremos locales de la 
función, hay que estudiar: 

(1) El dominio o campo de existencia de la función, el campo de continuidad y el 
campo de derivabilidad. 

(2) Los puntos críticos de la función. 
(3) Los puntos en los que la función no es derivable. 
(4) El signo de la función derivada en un entorno de los puntos críticos y de los 

puntos en los que la función no es derivable. 
 

Por ejemplo, en el caso de la función definida por 2( ) 2 ( 1)f x x= - - , su campo de 
existencia, de continuidad y de derivabilidad es la recta real. La función derivada es 

( ) 2( 1)Df x x=- - .  Determinemos los puntos críticos de la función: 
 

 

 

 
Por lo tanto, el único punto crítico es 0 1x = . A continuación, estudiamos el signo de la 

función derivada en un entorno de este punto. Comencemos por la derecha del punto: 
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Ahora la izquierda del punto crítico: 
 

 

 
 
Así pues, la derivada a la izquierda del punto crítico es positiva y a la derecha es 
negativa, por lo que el punto crítico es un máximo local de la función. Si la situación 
fuera la contraria, entonces se trataría de un mínimo local de la función. 
 

En el caso de la función definida por 3( )f x x= , su campo de existencia, de continuidad 

y de derivabilidad es la recta real. La función derivada es 2( ) 3Df x x= .  Determinamos 
los puntos críticos de la función: 
 

 

 

 
Por lo tanto, el único punto crítico es 0 0x = . Estudiamos ahora el signo de la función 

derivada en un entorno de este punto: 
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Por lo tanto, la derivada a la izquierda del punto crítico es positiva y a la derecha 
también es positiva y el punto crítico no es un extremo local de la función. 
 

En el caso de la función definida por 2( ) 2 8f x x x= - - , la función no es derivable en 

el punto 1 4x = . La función derivada es  
 

2

2

2 8
( ) (2 2) , 2, 4

2 8

x x
Df x x x x

x x

- -
= - ¹- ¹

- -
. 

 
Analicemos el cambio de signo de la derivada en el entorno del punto 1 4x =  : 
 

 

 

 

 

 

 
Por lo tanto, la derivada a la izquierda del punto crítico es negativa y a la derecha es 
positiva y el punto crítico es un extremo local (mínimo). 
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Definición (extremos absolutos).   
 
Consideremos una función real de variable real  [ ]: ,f a b Ì   ; entonces:  

 se dice que f  tiene el máximo absoluto  en el punto  ,Mx a b , si se cumple  

( ) ( ), [ , ]Mf x f x x a b    

 se dice que f  tiene el mínimo absoluto  en el punto  ,mx a b , si se cumple  

( ) ( ), [ , ]mf x f x x a b    

 
La existencia de extremos absolutos de una función en un intervalo cerrado se 
determina por aplicación del teorema de Weierstrass, que afirma que la continuidad de 
la función en un intervalo cerrado garantiza la existencia de extremos absolutos de la 
función en este intervalo. Naturalmente, puede haber extremos absolutos sin estas 
hipótesis. 
 
Por lo tanto, el estudio de los extremos (locales y absolutos) de una función 

:[ , ]f a b Ì    en un intervalo se ha de hacer aplicando la metodología siguiente:  
(1) El dominio de la función, el campo de continuidad y el campo de derivabilidad. 
(2) Los puntos críticos de la función. 
(3) Los puntos en los que la función no es derivable. 
(4) Determinar el valor de la función en los extremos  a, b del intervalo. 

 
Consideremos por ejemplo la función :[ 6,8]f - Ì     definida por  
 

23( ) (6 ), 6 8f x x x x= - - £ £  

 
Por aplicación de los criterios de continuidad, esta función es continua en el intervalo 
considerado y, por lo tanto, tiene extremos absolutos en dicho intervalo. Para estudiar 
los extremos, determinamos la función derivada, los puntos críticos y los puntos en los 
que la función no es derivable: 
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Por lo tanto, la función derivada es 
 

1/3 2/3

4
( ) , 6 8, 0, 6

(6 )

x
Df x x x x

x x

-
= - < < ¹ ¹

-
 

 
Calculamos ahora los puntos críticos de la función: 
 

 
El único punto crítico de la función es 1 4x =  ya que la derivada se anula en este punto; 

la función no es derivable en los puntos 2 0x =   y 3 6x = . Ahora hay que estudiar el 

signo de la función derivada en un entorno de cada uno de estos puntos. Veamos de 
menor a mayor y comencemos estudiando el punto 2 0x = :   
 

 

 
Por lo tanto, la función tiene un mínimo local en este punto.  
 
Veamos ahora el punto 1 4x = : 
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Así pues, la función tiene un máximo local en este punto.  
 
En el punto 3 6x =  se cumple: 

 

 

 
Por lo tanto, la función no tiene extremo local en este punto. Para determinar los 
extremos absolutos hay que elaborar una lista con los extremos locales y los 
extremos del intervalo y calcular el menor y el mayor de todos ellos: 
 

 
En definitiva el máximo absoluto está en el punto 6a =-  y el mínimo absoluto en el 
punto 8b= . Veamos la representación gráfica de la función: 
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08-2.- Teoremas del valor medio 
 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-2.wxm.  
 
En este apartado se comentan y se ilustran dos teoremas importantes relacionados con la 
derivada de una función.  
 
Teorema de Rolle. Consideremos una función [ ]: ,f a b   , tal que es continua en el 

intervalo  [a,b]  y  derivable en el intervalo ]a,b[. Si se cumple la condición de igualdad 
de valores de la función en los extremos del intervalo, es decir ( ) ( )f a f b= , entonces 
la función tiene al menos un punto crítico en el intervalo ]a,b[.  
 
Consideremos por ejemplo la función definida por: 
 

2( ) 6 ( 1)( 2) , 0 3f x x x x= - + - £ £  
 

 
Representación gráfica de la función: 
 

 
La derivada de esta función es: 
 

2 2( ) 2( 1)( 2) ( 2) , 0 3f x x x x x=- + - - - < <  
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Se cumple (0) (3) 0f f= = . Por lo tanto la función tiene un punto crítico en el interior 

del intervalo, que es el punto 0 2x = . En efecto: 

 

 

 
 
Si la función [ ]: ,f a b  

 
no es derivable en el intervalo abierto ] [,a b , entonces 

puede no existir ningún  punto en el que se cumpla el teorema. En efecto, consideremos 
por ejemplo la función definida por:  
 

2( ) 1 2 8 , 1 2 5f x x x x= + - - + £ £  

 
Definición y gráfica de la función: 
 

 

 
 
Se cumple la condición de igualdad de valores en los extremos del intervalo, pero la 
función no es derivable en el intervalo abierto, ya que la función derivada es: 
 

2

2

(2 2)( 2 8)
( ) , 1 2 5, 4

2 8

x x x
f x x x

x x

- - -
= + < < ¹

- -
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En efecto, veamos las comprobaciones correspondientes: 
 

 

 

 

 

 
 
 
Teorema del valor medio de Lagrange (o fórmula del incremento finito).  
Consideremos una función [ ]: ,f a b   , tal que es continua en el intervalo   ,a b  y 

derivable en el intervalo ]a,b[. Entonces, existe al menos un punto  ] [0 ,x a bÎ  tal que: 

 

0( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a Df x    

 
Interpretación geométrica: la recta tangente a la gráfica de la función en el punto 
( )0 0, ( )x f x   es paralela a la cuerda que une los puntos ( ), ( )a f a   y  ( ), ( )b f b . Veamos 

un ejemplo. Consideremos la función definida por  
 

( ) ( 1)( 2)( 3), 0 5f x x x x x       
 
La recta que une los puntos (0,f(0)) i (5, f(5)) tiene por ecuación: 
 

(5) (0)
(0) ( 0) 6 6

5 0

f f
y f x y x


     


 

 
Veamos el detalle de los cálculos y la representación gráfica conjunta de la función y de 
esta recta: 
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Ahora calcularemos los puntos en los que la derivada es igual a la pendiente de la 
cuerda: 
 

 

 
Finalmente calculamos la ecuación de la recta tangente en estos puntos y hacemos la 
representación gráfica de estas rectas y la curva anterior: 
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El teorema del valor medio permite la caracterización de la monotonía de una función 
derivable en un intervalo. En efecto, si una función [ ]: ,f a b   , tal es continua en el 

intervalo   ,a b  y derivable en el intervalo ]a,b[ entonces, se verifica: 

 Si en un intervalo     , ,I c d a b   se cumple  ( ) 0,Df x x I   , la función es 

monótona creciente en I.   
 Si en un intervalo     , ,I c d a b   se cumple  ( ) 0,Df x x I   , la función es 

monótona decreciente en I.   
 Si en un intervalo     , ,I c d a b   se cumple  ( ) 0,Df x x I   , la función es 

constante en I.   
 
 
 
Así mismo, el teorema permite la caracterización de los extremos locales de una función 
derivable en un intervalo. En efecto, si una función [ ]: ,f a b   , tal es continua en el 

intervalo   ,a b  y derivable en el intervalo  ]a,b[  y suponemos que 0 ] , [x a b  es un 

punto crítico de la función, es decir, tal que 0( ) 0Df x  , entonces, se verifica: 

 Si existe  0r   tal que 

 0 0( ) 0, ,Df x x x r x       i    0 0( ) 0, ,Df x x x x r     

      entonces la función tiene un máximo local en el punto 0x . 

 Si existe  0r   tal que 
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 0 0( ) 0, ,Df x x x r x       i    0 0( ) 0, ,Df x x x x r     

      entonces la función tiene un mínimo local en el punto 0x . 

 
Obsérvese que esta ha sido la metodología aplicada para caracterizar los extremos en el 
apartado anterior. 
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08-3.- La regla de l’Hôpital 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-3.wxm.  
 

Si se trata de calcular el límite de un cociente 
( )

lim
( )x a

f x
L

g x
   y se cumple que 

1lim ( )
x a

f x L


   y   2lim ( )
x a

g x L


 , entonces se verifica: 

 Si 2 0L   y 2L    entonces 1

2

L
L

L
  

 Si 2L    y 1L Î  entonces  0L   

 Si 2 0L   y 1 0L  , entonces L    dependiendo del signo de 1L  
 Si los dos límites son cero o infinito (del mismo signo), hay una indeterminación. 
 
Si las funciones son derivables, se puede aplicar el siguiente resultado. 
 
 
Regla de l’Hôpital (indeterminaciones del tipo 0/0) 
Consideremos dos funciones  , :[ , ]f g a b Ì   . Supongamos que las dos 

funciones son continuas en [ , ]a b  derivables en ] , [a b  y que en un punto 0x  de este 

intervalo se cumple 
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x g x
 

   y se quiere estudiar la existencia del límite 

0

( )
lim

( )x x

f x

g x
. 

Entonces, si la función derivada  Dg  no se anula en un entorno del punto 0x  y existe   

0

( )
lim

( )x x

Df x
L

Dg x
=  (que puede ser finito o infinito), entonces se verifica que  

0

( )
lim

( )x x

f x
L

g x
= . 

 
 

Ejemplo. Se trata de calcular el límite 20

sin(2 )
lim

3x

x

x x -
. 

 
Definimos las funciones, verificamos que se trata de una forma indeterminada  y 
calculamos las funciones derivadas: 
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Verificamos que la derivada del denominador no se anula en un entorno del origen y, 
por lo tanto, se puede aplicar la regla de L’Hôpital, obteniéndose: 
 

 
Los algoritmos internos de cálculo de límites de wxMaxima tienen incorporada la 
metodología adecuada, de modo que se puede calcular el límite directamente: 
 

 
 
 
Como es sabido, en algunas ocasiones hay que aplicar más de una vez la metodología 

anterior para llegar a un resultado. Por ejemplo, para calcular el límite 
0

1 cos( )
lim

2x xx

x

e e-

-
+ -

  

procedemos a aplicar la metodología: 
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Por lo tanto el límite del cociente de derivadas es también una forma indeterminada. 
Ahora calculamos las derivadas de segundo orden de las funciones: 
 

 
Y calculamos los límites de estas funciones en el origen: 
 

 
Por lo tanto, podemos afirmar que se cumple: 
 

2

20

(1 cos( )) 1
lim

( 2) 2x xx

D x

D e e-

-
=

+ -
 

 
En efecto: 
 

 
 
Por lo tanto, se puede afirmar que se cumple: 
 

0

(1 cos( )) 1
lim

( 2) 2x xx

D x

D e e-

-
=

+ -
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Y finalmente que: 

0

1 cos( ) 1
lim

2 2x xx

x

e e-

-
=

+ -
 

 
En efecto, el resultado es el que da wxMaxima: 
 

 
 
 
No siempre se puede aplicar la regla de L’Hôpital para llegar a un resultado aunque 
sea con unas cuantas iteraciones, ni wxMaxima da un resultado satisfactorio de forma 
directa. Hay que recordar que si en una forma indeterminada se aplica la Regla de 
L’Hôpital con el resultado que el límite del cociente de derivadas no existe, entonces 
no se debe concluir que el límite inicial no existe. Así, por ejemplo, planteamos el 
cálculo del límite: 

2

0

1
sin

lim
1xx

x
x

e

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
-

 

 
Definimos las funciones con wxMaxima y planteamos el cálculo del límite: 
 

 

 
La respuesta de wxMaxima “ind” significa que el programa no puede calcularlo. Si se 
calculan las derivadas sucesivas y se aplica la regla de L’Hôpital, se va obteniendo una 
forma indeterminada en la que alguno de los límites no existe. Como sabemos, esto no 
significa la no existencia del límite. En efecto, en este caso aplicamos la equivalencia de 

las funciones 1( ) 1xf x e= -   y 2 ( )f x x=   en el origen, con lo que el límite inicial se 
puede plantear: 
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2

0 0

1
sin

1
lim lim sin 0

1xx x

x
x

x
e x 

æ ö÷ç ÷ç ÷ç æ öæ öè ø ÷ç ÷ç= =÷÷ç ç ÷÷÷çç ÷ç è ø- è ø
 

 
ya que es el producto de un infinitésimo por una función acotada. 
 
La representación gráfica de la función ilustra este hecho. 
 

 
 
 
 
Regla de l’Hôpital (indeterminaciones del tipo /) 
 
Consideremos dos funciones  , :[ , ]f g a b Ì   . Supongamos que las dos 

funciones son continuas en [ , ]a b  derivables en ] , [a b  y que en un punto 0x  de este 

intervalo se cumple 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

  
 
 y se quiere estudiar la existencia del 

límite 
0

( )
lim

( )x x

f x

g x
. 

Entonces, si la función derivada  Dg  no se anula en un entorno del punto 0x   y existe   

0

( )
lim

( )x x

Df x
L

Dg x
   (que puede ser finito o infinito), entonces se verifica que  

0

( )
lim

( )x x

f x
L

g x
 . 

 
 
La metodología se aplica de manera idéntica a la indeterminación anterior. Así, por 
ejemplo, si se trata de calcular el límite 
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2

3 2

log( 1)
lim

2 4 3x

x

x x x+¥

+
+ + +

 

 
observamos en primer lugar que se trata de una indeterminación de este tipo: 
 

 

 
Ahora calculamos las funciones derivadas y el límite al infinito de cada una de ellas: 
 

 

 

 
Este resultado permite llegar a la conclusión final: 
 

( ) ( )
2 2

3 2 3 2

log( 1) log( 1)
lim 0 lim 0

2 4 3 2 4 3x x

D x x

D x x x x x x+¥ +¥

+ +
=  =

+ + + + + +
 

 
En este caso, el resultado puede ser calculado de forma directa con wxMaxima: 
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Otras formas indeterminadas.  Les indeterminaciones del tipo 
 

0 0, 0 , 1 , 0 ,     
 
se reducen los casos estudiados mediante transformaciones algebraicas y el uso de 
las funciones logaritmo neperiano y exponencial. 
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08-4.- La fórmula de Taylor 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-4.wxm.  
 
Consideremos una función  : [ , ]f a b Ì    y supongamos que es derivable n veces 

en el punto 0 ] , [x a b , es decir, que en este punto existen las derivadas de orden superior 

o sucesivas  2
0 0 0( ), ( ), , ( )nDf x D f x D f x . Se llama polinomio de Taylor de grado 

n de f en 0x  al polinomi: 

 

0

2
20 0 0

; 0 0 0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1! 2! !

n
n

n x

Df x D f x D f x
T x f x x x x x x x

n
= + - + - + + -  

 
Es inmediato verificar que este polinomio cumple que su valor y el de sus 
derivadas de orden superior hasta el orden n coinciden con los correspondientes de la 
función, es decir: 
 

0 0; 0 0 ; 0 0( ) ( ), ( ) ( ), 1,2,...,k k
n x n xT x f x D T x D f x k n= = =  

 

Además, el polinomio de Taylor ( )nT x  de grado n de f en 0x   cumple la propiedad de 

ser una aproximación local de grado n de la función, es decir: 
 

 
0

0

;

0

( ) ( )
lim 0n x

nx x

f x T x

x x





 

 
El primer término no nulo del polinomio de Taylor se llama término principal. El 
polinomio de Taylor aproxima localmente la función en un entorno del punto x0; la 

diferencia  
0 0; ;( ) ( ) ( )n x n xR x f x T x    se denomina residuo (o término complementario). 

 
Teorema (de Taylor).  Si una función  : [ , ]f a b Ì    verifica: 

 es continua en el intervalo [ , ]a b   

 es derivable sucesivamente en el intervalo ] , [a b  

 las funciones derivadas sucesivas 2, ,..., nDf D f D f  son continuas en ] , [a b  

 existe la derivada 1nD f  en ] , [a b  

Entonces si 0 [ , ]x a b , para cada [ , ]x a b   existe un punto  0] , [t x x  tal que: 

 

0 0; ;

1
10 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1! ! ( 1)!

n x n x

n n
n n

f x T x R x

Df x D f x D f t
f x x x x x x x

n n
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La expresión del residuo que aparece en esta expresión se denomina forma de Lagrange 
del residuo. La fórmula de Taylor en 0 0x   se llama fórmula de Maclaurin. 

 
Cabe recordar que el polinomio de Taylor es una aproximación local, válida únicamente 
en un entorno del punto en el que se calcula el polinomio. La acotación del 
error cometido la da, como es sabido, el residuo o término complementario. 
 
Observemos en primer lugar que wxMaxima escribe la expresión del polinomio de 
Taylor de una función de forma general. La sintaxis es muy sencilla y se puede ver a 
continuación. Así, en un punto x0: 
 

 
En el origen: 
 

 
 
Veamos ahora unos ejemplos. 
 
Ejemplo 8.4.1.- Se trata de calcular el polinomio de Taylor de grados 1, 2, 3, 4 de la 
función exponencial en el origen. En primer lugar hay que definir la función y escribir 
las instrucciones que de wxMaxima que permiten el cálculo de los polinomios de 
Taylor: 
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Ahora definimos estos polinomios como funciones: 
 

 
 
 
 
A continuación se trata de observar gráficamente que el polinomio de Taylor es una 
aproximación local de la función, aproximación que mejora de calidad a medida que se 
incrementa el grado del polinomio. Para ello haremos unas representaciones gráficas de 
la función y del polinomio de Taylor de un grado determinado. Así, si dibujamos 
conjuntamente la función y el polinomio de grado 1 se obtiene: 
 
 

 



28  Tema 8:  Cálculo diferencial de funciones reales de variable real (2)  

Ahora hacemos lo mismo con el polinomio de Taylor de grado 2: 
 

 
Y ahora hacemos lo mismo con el polinomio de Taylor de grado 3: 
 

 
 
Como puede observarse, las dos gráficas se van pareciendo cada vez más a medida que 
se incrementa el grado del polinomio de Taylor. Veamos finalmente la representación 
gráfica de la función y el polinomio de Taylor de grado 4: 
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En este último caso se observa que dibujo que da el programa casi no permite 
diferenciar las dos gráficas. Esta dificultad se convierte en casi imposibilidad si el 
entorno del punto se hace más pequeño: 
 

 
 
Ejemplo 8.4.2.- Se trata de hacer lo mismo con la función definida por: 
 

2( ) cos( ),f x x x= Î  
 
En primer lugar calculamos el polinomio de Taylor de grado 4: 
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Y ahora hacemos la representación gráfica de la función y este polinomio: 
 

 
Ahora calculamos el polinomio de Taylor de grado 8 y hacemos la representación 
gráfica conjunta: 
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Finalmente, calculamos el polinomio de Taylor de grado 16 y hacemos la 
representación gráfica conjunta: 
 

 

 
 
 
Series de potencias. 
 
La propiedad del residuo de la fórmula de Taylor permite escribir: 
 

0
0

0
; 0

0

( )
( ) lim ( ) ( )

!

k
k

n x
x x

k

D f x
f x T x x x

k

+¥


=

= = -å  

 
El último término es una serie de potencias y la igualdad anterior se conoce como 
desarrollo en serie de potencias de la función. Con wxMaxima se puede obtener la 
expresión del desarrollo en serie de potencias de una función, tal como se muestra a 
continuación. 
 
Por ejemplo, para la función exponencial real se tiene: 
 

 
Una instrucción de wxMaxima permite mejorar la estética de la salida: 
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Para las funciones seno y coseno: 
 

 

 
 
Para la función arco tangente: 
 

 
También se puede obtener el desarrollo en serie de potencies de una función que no esté 
predefinida en wxMaxima: 
 

 
 
Finalmente dos ejemplos con el logaritmo neperiano, el primero en el origen y el 
segundo en el punto x0 = 1: 
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08-5.- Aplicaciones de la derivada. Optimización 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-5.wxm.  
 
 
Caracterización de la convexidad, la concavidad y las inflexiones de unas 
funciones. 
 
Una función se dice convexa en un intervalo  [x1, x2]  si y sólo si se cumple: 
 

( )1 2 1 2(1 ) ( ) (1 ) ( ), 0 1f x x f x f xl l l l l+ - £ + - £ £  

 
es decir, si el segmento que une los dos extremos ( ) ( )1 1 2 2, ( ) , , ( )x f x x f x  está por 

encima de la gráfica de la función. Si la desigualdad es estricta, se acostumbra a decir 
que la función es estrictamente convexa en el intervalo. Interpretación geométrica de la 
convexidad: 
 
 

 
Figura 8.5.1 

 
 
 
Una función se dice cóncava en un intervalo  [x1, x2]  si y sólo si se cumple: 
 

( )1 2 1 2(1 ) ( ) (1 ) ( ), 0 1f x x f x f xl l l l l+ - ³ + - £ £  

 
es decir, si el segmento que une los dos extremos ( ) ( )1 1 2 2, ( ) , , ( )x f x x f x  está por 

debajo de la gráfica de la función. Si la desigualdad es estricta, se acostumbra a decir 
que la función es estrictamente cóncava en el intervalo. Interpretación geométrica de la 
concavidad: 
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Figura 8.5.2 

 
Un punto en el que la función es cóncava a la izquierda y convexa a la derecha o a la 
inversa se llama un punto de inflexión. En la Figura 8.5.3 se puede ver un punto de 
inflexión. 
 

 
Figura 8.5.3 

 
 
Una propiedad importante de las funciones derivables es la siguiente: si una función 

[ ]: ,f a b    es derivable dos veces en el intervalo ]a,b[ entonces, se verifica: 

 si se cumple   ( ) 0, ,Df x x c d   , la función es convexa en [c,d];   

 si se cumple   ( ) 0, ,Df x x c d   , la función es cóncava en [c,d]; 

 si la función es derivable tres veces y se cumple  2 3
0 0( ) 0, ( ) 0D f x D f x  , el 

punto x0 es un punto de inflexión de f. 
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Ejemplo 8.5.1.- Se considera la función definida por: 
 

4 3 2( ) 9 , [ 3,3]f x x x x x= - - Î -  
 
Veamos su definición con wxMaxima y su representación gráfica: 
 

 

 
 
Calculamos las derivadas de primer y segundo orden de la función: 
 

 

 
Calculamos ahora las raíces de la derivada de segundo orden: 
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Veamos la representación gráfica de la derivada segunda:  
 

 
 
 
Por lo tanto, se puede afirmar que, por ejemplo, la función es convexa en [-3,-2] y la 
función es cóncava en [0,1]. Estudiamos les raíces de la derivada segunda para ver si 
son puntos de inflexión, para lo que habrá que calcular la derivada de tercer orden y 
evaluarla en estos puntos: 
 

 

 

 
Así pues, en efecto, estos puntos son puntos de inflexión de la función, ya que la 
derivada de tercer orden de la función en estos puntos no es nula. 
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Resolución de ecuaciones: el método de Newton – Raphson.  
 
El método de Newton – Raphson, o simplemente de Newton, es un método iterativo 
para la aproximación de los ceros de una función derivable.  
 
La fórmula de iteración es la siguiente:    
 

1

( )
, 1

( )
n

n n
n

f x
x x n

Df x+ = - ³  

 
 
La interpretación geométrica es bien conocida: se trata de aproximar el cero mediante 
las intersecciones de las sucesivas rectas tangentes a la gráfica de la función, como se 
puede ver en la Figura 8.5.4: 
 

 
Figura 8.5.4 

 
 
Ejemplo 8.5.2.- Se trata de resolver la ecuación  
 

2 8log( ) 0x x- =  
 
En primer lugar intentamos resolverla con wxMaxima: 
 

 
Vemos que el programa no nos da una respuesta adecuada. Aplicaremos el método de 
Newton con la función 2( ) 8log( )f x x x= - . En primer lugar debemos definir la 
función y calcular la función derivada, ya que intervine en la fórmula recurrente: 
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Ahora hacemos una representación de la gráfica de la función para saber en qué 
intervalo se encuentran las soluciones y poder diseñar el procedimiento iterativo 
correspondiente:  
 

 
Observamos que hay un cero en el intervalo  I1 = ]1, 1.5[  y otro cero en el intervalo  I2 
= ]2.5, 3[. A continuación iniciamos el proceso iterativo para calcular el cero en  I2  con 
x1 = 4: 
 

 

 

 

 

 
Parece que ya se tienen al menos seis decimales exactos y si la precisión se considera 
suficiente, se puede parar el proceso iterativo. Con wxMaxima hay una instrucción que 
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permite este cálculo de forma directa y con la precisión que se quiera. La sintaxis es la 
siguiente: 
 

 
Si se desea una precisión más fina, es decir, una cota menor del error, entonces hay que 
indicarlo en la instrucción. Así: 
 

 
Ahora podemos calcular con esta metodología el cero de la función en el intervalo  I1: 
 

 
 
 
 
Variaciones respecto al tiempo. 
 
En muchos problemas de aplicación de la derivada se plantean situaciones en las 
que intervienen funciones que dependen del tiempo. A continuación se muestra un 
ejemplo de la aplicación de la derivada a una de estas situaciones. 
 
Ejemplo 8.5.3.- Se tiene un embudo cónico recto circular que tiene un radio de la 
base de radio R = 20cm y una altura de H = 40cm. El embudo está situado con el 
vértice hacia abajo y entra líquido por la parte superior con un caudal de q = 200 
cm3/min. Si inicialmente el embudo está vacío, se trata de calcular la función que 
expresa el nivel del líquido contenido en el embudo en función del tiempo y razonar 
que se trata de una función creciente. 
 
Si se designan por r(t), y(t) las funciones que expresan el radio de la base y la 
altura, respectivamente, del cono que forma el líquido dentro del embudo en el instante 
t, entonces el volumen de líquido contenido en el embudo es 
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De la geometría del problema deducimos que: 
 

 
Por lo tanto, igualando este volumen al que se sabe que hay dentro del embudo como 
producto del caudal de entrada por el tiempo, resulta: 
 

 
 
De esta ecuación podemos deducir la expresión de la función altura de líquido: 
 

 
 
Si designamos por K el coeficiente que multiplica a la raíz cúbica del tiempo, entonces 
podemos expresar la función altura de líquido en el embudo: 
 

 
La representación de la gráfica de esta función es: 
 



42  Tema 8:  Cálculo diferencial de funciones reales de variable real (2)  

 
 
El crecimiento se puede observar en la gráfica, sin embargo se puede analizar esta 
característica de la función viendo el signo de la función derivada: 
 

 
Dado que esta derivada es positiva en todo punto, se puede concluir el crecimiento de la 
función. Ahora se puede razonar que la velocidad a la que va aumentando el nivel del 
líquido en el interior del embudo es decreciente con el tiempo. En primer lugar haremos 
la representación gráfica de esta derivada: 
 

 
Ahora verificaremos que la derivada de la altura es decreciente calculando la derivada 
de segundo orden y viendo que es negativa: 
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Finalmente, se puede hacer algún cálculo como por ejemplo calcular la velocidad a la 
que aumenta el nivel de líquido en el embudo cuando la altura de líquido es de 25cm, 
para lo cual determinaremos en qué instante se alcanza esta altura y después 
calcularemos la derivada de la altura en este instante: 
 

 

 

 
 
 
 
Optimización. 
 
Una de las aplicaciones más significativas de la derivada es la determinación de 
extremos de una función, problemas que se conocen como optimización. Veamos un 
ejemplo. 
 
Ejemplo 8.5.4.- Se considera un círculo de radio R; se trata de determinar el sector 
circular que hay que extraer para que con lo que queda de círculo se forme un cono 
de volumen máximo. 
 
Designamos por x el ángulo (en radianes) del sector que se extrae. Calculamos la 
longitud del arco de este sector y de la parte restante: 
 

 
El radio de la base del cono que se forma con lo que queda de círculo es: 
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Por el teorema de Pitágoras calculamos la altura de este cono: 
 

 
Y ahora podemos calcular su volumen: 
 

 

Está claro que esta función está definida en el intervalo [0, 2p]. Para determinar el 

máximo de esta función calculamos la función derivada: 
 

 
Parece razonable intentar simplificar esta expresión: 
 

 
Ahora podemos definirla como función: 
 

 
Para calcular los puntos críticos igualamos a cero y resolvemos: 
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Ahora calculamos numéricamente estas soluciones: 
 

 
La segunda no pertenece al intervalo y, por lo tanto, se puede descartar. La tercera es 
precisamente el extremo superior del intervalo, en el que la función volumen es nula. 
Por lo tanto hay que considerar sólo la primera y para determinar la tipología del 
extremo hay que calcular la derivada segunda en este punto: 
 

 

 

 
Per lo tanto la función es cóncava y se trata de un máximo local. Este extremo es 
absoluto ya que el volumen es nulo en los extremos del intervalo.  
 
Para ilustrar gráficamente el problema se hace una representación gráfica de la función 
volumen con un radio unidad: 
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