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08-1.- Extremos locales de una funcion. Extremos absolutos

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-1.wxm.

Definicidn (extremos locales o relativos).

Consideremos una funcion real de variable real f : [a, b] C R — R ; entonces:

» sedice que f tiene un maximo local (o maximo relativo) en el punto x, e[a, b], Si
existe I >0 tal que
f (%)= f(x), VxeB(x,r)n[a,b]
o sedice que f tiene un minimo local (0 maximo relativo) en el punto X, e[a,b], Si

existe r >0 tal que
f(x,) < f(x), VxeB(x,;r)n[a,b]

Los méaximos y minimos locales se llaman extremos locales o relativos. La
interpretacion grafica de esta definicidn se puede ver a continuacion.

Maéaximo local de una funcién derivable:

(%il) fi(x):=2 - (x - 1)"2%
wxplot2d([fi(x)], [x,0,3], [v, 0, 3], [vlabel, "], [style, [ines, 211, [legend, "fi{x)"],
[anuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 200] )5
plot2d: some values were clipped.
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Minimo local de una funcion derivable:

(%ai3) f2(x):=x"2-2%x425
wxplot2d([f2(x)], [%,0,3], [v, 0,31, [vlabel, "7, [style, [lines, 217, [legend, "f1{x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 200] )5
plot2d: some values were clipped.
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Minimo local de una funcién no derivable:

(%i5) f3(x):=abs{x"2-2%x-8)5
wxplot2d([f3(x)], [x, 2, 6], [v, -2, 6], [vlkbel, "7, [style, [lines, 211, [legend, "f1{x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )s
plot2d: some values were clipped.
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Proposicion. Si una funcion f tiene un extremo local en un punto X, y es derivable en
este punto, entonces se cumple Df (x,) =0.

Este resultado significa que la recta tangente a la grafica de la funcion es horizontal, tal
Ccomo se muestra a continuacion.
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Maximo local de una funcion derivable:

(%oi7) fl(x):=2 - (x - 1)"25 wi(x):=25
wixplot2d([f1(x), v1(x)], [x,0,3], [y, 0,3], [vlabel, "], [style, [ines, 211, [legend, "fi(x)", "v1(x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 200] )
plot2d: some values were dlipped.
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Minimo local de una funcidn derivable:

(%10} f2(x):=x" 225 %425 v2(x):=1§
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set gri&l": , [nticks, 2007 )5
plot2d: some values were dlipped.
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Los puntos en los que se cumple la propiedad Df (x) =0 se denominan puntos criticos
de la funcién. La proposicién anterior dice que todo extremo local es un punto critico.
El reciproco no es cierto, como ilustra por ejemplo la funcion f(x)=x* , que cumple
Df (0) =0 y sin embargo no presenta un extremo local en este punto.
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Punto critico de una funcion derivable en el que no hay extremo local:

(%il3) f4(x)i=x"35 y4(x): =03
wxplot2d([f4(x), v4(x)], [x,-2,2], [vlabel, ™1, [style, [lines, 211, [legend, "f4(x)", "y4(x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 200] )5
4(x)
y4(x)
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Estudio de los extremos locales de una funcion.
Consideremos una funcion f : ACR — R. Para determinar los extremos locales de la

funcion, hay que estudiar:
(1) El dominio o campo de existencia de la funcion, el campo de continuidad y el
campo de derivabilidad.
(2) Los puntos criticos de la funcién.
(3) Los puntos en los que la funcion no es derivable.
(4) El signo de la funcion derivada en un entorno de los puntos criticos y de los
puntos en los que la funcién no es derivable.

Por ejemplo, en el caso de la funcién definida por f(x)=2—(x—1)?, su campo de
existencia, de continuidad y de derivabilidad es la recta real. La funcion derivada es
Df (x) =—2(x—1). Determinemos los puntos criticos de la funcion:

(%il) fi{x):=2 - (x - 1)"2;
(%o01) F1(x):=2-(x-1)?
(%i2) define (DfL(x) , diff(fi{x), %) );
(%02) Df1(x):=-2(x-1)
(%i3) Eql: Dfi(x) = 0; solve(Eql, x);
(%03) -2 (x-1)=0

(%04) [x=1]

Por lo tanto, el Unico punto critico es X, =1. A continuacion, estudiamos el signo de la
funcion derivada en un entorno de este punto. Comencemaos por la derecha del punto:
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(%i3) assume(x >0, x < 1);
(%05) [x=0,x<1]
(%i6) is(Df1(x) = 0);
is(Dfi(x) < 03;
(%o06) true
(%07 false

Ahora la izquierda del punto critico:

(%iB) forget(x >0, x < 1)5
assume(x >1, x < 2);
(%09) [x>1,x<2]
(%i10) s(DfL(x) = 0);
is(Df1(x) < 0);
(%o10) false
(%011) true

Asi pues, laderivadaa la izquierda del punto critico es positivay a laderecha es
negativa, por lo que el punto critico es un maximo local de la funcion. Si la situacion
fuera la contraria, entonces se trataria de un minimo local de la funcion.

En el caso de la funcién definida por f (x) = x*, su campo de existencia, de continuidad

y de derivabilidad es la recta real. La funcion derivada es Df (X) = 3x®. Determinamos
los puntos criticos de la funcion:

(%0il) f4{x):=x"3;
(%o1) f4(x):=x>

(%i2) define (Df4(x) , diff(f4(x), x) J;
(%02) Df4(x):=3 x?

%i3) Eq2: Df4{x) = 0; solve(Eq2, x);
(%03) 3 x7=0

(Y04) [x=0]

Por lo tanto, el Unico punto critico es X, = 0. Estudiamos ahora el signo de la funcién
derivada en un entorno de este punto:

(%i3) assume(x »>-1, x < 0);
(%05) [x>-1,x<0]
(%i6) is(Df4(x) = 0); is(Df4(x) < 0);
(%06) true
(%o7) false
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(%i8) forget(x =-1, x < 0)5
assume(x >0, x < 1);
(%009) [x>0,x<1]
(%%il0) is(Df4(x) = 0); is(Df4(x) < 0);
(%010) true
(%011) false

Por lo tanto, la derivada a la izquierda del punto critico es positiva y a la derecha
también es positiva y el punto critico no es un extremo local de la funcién.

En el caso de la funcién definida por f(x) = ‘xz —2X —8‘ , la funcién no es derivable en

el punto X, =4 . La funcioén derivada es

x?—2x—8

Df (x) = (2x—2)m

Xz —2, X=4,

Analicemos el cambio de signo de la derivada en el entorno del punto X, =4 :

(%il) f3(x):=abs(x™2-2%x-8);

(%o01) F3(x):=|x2-2 x-8]

(%i2) define (Df3(x) , diff(f3(x), x) );
(2%-2) (x%-2x%-8)

(%02) Df3(x):=
|>e;2 -2u- E|
(%i3) assume(x > 3, x < 4);
(%03) [x>3,x<4]
(%) is(Df3(x) = 0); is(Df3(x) < 0);
(%04) false
(%05) true
(%aib) forget(x > 3, x < 4)5 assume(x > 4, x < 5);
(%07) [x=4,x<5]
(%0i8) is(Df3(x) > 0); is(Df3(x) < 0);
(%08) true
(%09) false

Por lo tanto, la derivada a la izquierda del punto critico es negativa y a la derecha es
positiva y el punto critico es un extremo local (minimo).
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Definicion (extremos absolutos).

Consideremos una funcion real de variable real f : [a, b] C R — R ; entonces:

« sedicequef tiene el maximo absoluto en el punto x,, €[a,b], si se cumple
f(xy) = f(x), Vxe[a,b]

« sedicequef tiene el minimo absoluto en el punto x, €[a,b], si se cumple
f(x,)< f(x), Vxela,b]

La existencia de extremos absolutos de  una funcion en  un intervalo cerrado se
determina por aplicacion del teorema de Weierstrass, que afirma que la continuidad de
la funcion en un intervalo cerrado garantiza la existencia de extremos absolutos de la
funcién en este intervalo. Naturalmente, puede haber extremos absolutos sin estas
hipotesis.

Por lo tanto, el estudio de los extremos (locales y absolutos) de una funcion
f :[a,b]C R — R en un intervalo se ha de hacer aplicando la metodologia siguiente:

(1) El dominio de la funcidn, el campo de continuidad y el campo de derivabilidad.
(2) Los puntos criticos de la funcién.

(3) Los puntos en los que la funcién no es derivable.

(4) Determinar el valor de la funcién en los extremos a, b del intervalo.

Consideremos por ejemplo la funcion f :[-6,8] CR — R definida por

f(x)=3x*(6-x), -6<x<8

Por aplicacion de los criterios de continuidad, esta funcidn es continua en el intervalo

considerado y, por lo tanto, tiene extremos absolutos en dicho intervalo. Para estudiar

los extremos, determinamos la funcién derivada, los puntos criticos y los puntos en los
que la funcién no es derivable:

(%il) f5(x):=(x"2%(6-x))"(1/3)

1/

(%01) f5(x):=(x*(6-X))

FO o i il e
| als) cllTT'kTJlk.'-._,l_. Xl

2(6-x)13 3
(%02) —-

3y 1/3 223

(%i3) ratsimp(%);

X-4
(%03) ———F——
(6-x)%/3 x1/3
(%) define (DfS(x) , %);
®-4
(Y%04) DF5(x):=- .
(6-x)%/ 3 x1/3
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Por lo tanto, la funcion derivada es

4—x

—b6<x<8 x=0, x=6

Calculamos ahora los puntos criticos de la funcion:

(%i5) Eq3a: Dfs(x) =0, sole(Eq3a, x);
¥-4
(%05) -——————=0

(6-x)% 3 x1/3

(%o6) [x=4]

El Gnico punto critico de la funcién es X, =4 ya que la derivada se anula en este punto;

la funcién no es derivable en los puntos X, =0 y X, =6. Ahora hay que estudiar el
signo de la funcién derivada en un entorno de cada uno de estos puntos. Veamos de
menor a mayor y comencemos estudiando el punto X, =0:

(%i?) assume(x>-1, x<0);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%07) [x>-1,x<0]
(%08) false
(%09) true
(%il0) forget(x>-1, x<0)5  assume(x>0, x<1);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%o11) [x>0,x<1]
(%012) true
(%013) false

Por lo tanto, la funcion tiene un minimo local en este punto.

Veamos ahora el punto X, =4:

(%il4) forget(x=0, x<1)5 assume(x>3, x<4);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%015) [x>3,x<4]
(%%016) true
(%017) false
(%il8) forget(x=3, x<4)5 assume(x=4, x<5);
is(Df3(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%019) [x>4,x<5]
(%%020) false
(%%021) true
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Asi pues, la funcién tiene un méaximo local en este punto.
En el punto X, =6 se cumple:

(%4i22) forget(x>4, x<5)5 assume(x>5, x<6);
s(Df3(x) > 0);  is(Df3(x) < 0);
(%0023) [x>5,x<6]
(%024) false
_ (%025) true
(%0i26) forget(x>35, x<6)5 assume(x>6, x<7);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%027) [x>6,x<7]
(%0028) false
(%029) true

Por lo tanto, lafuncion no tiene extremo local en este punto. Para determinar los
extremos absolutos hay que elaboraruna lista con los extremos locales y los
extremos del intervalo y calcular el menor y el mayor de todos ellos:

© (%i030) a=a:-65  b=h:85  x1=x1:4% x2=x2:08
(a, x1, x2, b]; [f5(a), f5(x1), f5(x2), f5(b)];
max(fa(a), f5(x1), f3(x2), f3(b));
min(f5(a), f5(x1), f3(x2), f5(b));
(%034) [-6,4,0,8]

(%035) [32%/2,241/3 0,-27/3]

(%036) 3243

(%037) -27/3

En definitiva el maximo absoluto esta en el punto a =—6 y el minimo absoluto en el
punto b =8. Veamos la representacion grafica de la funcion:

' (%i38) wxplot2d([f3(x)], [x,-6,8], [vlabel, "], [style, [lines, 211, [legend, "f5(x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 200] )S
8 —
B(x)
6 L
4 L
2 1
(%t38) 0
2 |
4 L
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08-2.- Teoremas del valor medio

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-2.wxm.

En este apartado se comentan y se ilustran dos teoremas importantes relacionados con la
derivada de una funcion.

Teorema de Rolle. Consideremos una funcion f :[a,b] — R, tal que es continua en el

intervalo [a,b] y derivable en el intervalo ]a,b[. Si se cumple la condicion de igualdad
de valores de la funcién en los extremos del intervalo, es decir f (a) = f(b), entonces

la funcidn tiene al menos un punto critico en el intervalo ]Ja,bl.
Consideremos por ejemplo la funcion definida por:
f(xX)=6—(x+1)(x—2)°, 0<x<3

TS TR = A W NE e TN
'.._ -'-:I|1__,| T'.._.'\L__].—l:l |.._.'x+1__,| '.._.'x .i__,' iy

(%ol) f(x):=6-(x+ 1]{}:—2}?

Representacion grafica de la funcién:

(%i2) wixplot2d([f(x)], [x,0,3], [v,0,9], [vlabel, "1, [legend, "f{x)"], [style, [lines, 277,
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 200] )5
9 r }.
X
g L
7 L
g6 L
5 L
4 L
Bt
)| |
2
1 L
D i
0 0.5 1 15 2 25 3
x

La derivada de esta funcion es:

f(X)=—-2(x+D(x—2)*—-(x—2)*, 0<x<3
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Se cumple f(0)= f(3)=0. Por lo tanto la funcion tiene un punto critico en el interior
del intervalo, que es el punto X, = 2. En efecto:

(%i3) define (Df(x) , diff(f(x), x) );
(%03) DF(x):=-2 (x-2)(x+1)-(x-2)
(%i4) Eql: Df(x) = 0; solve(Eql, x);
(%o0d) -2 (x-2)(x+1)-(x-2)°=0

(%05) [x=0,x=2]

Si la funcién f :[a,b] — R no es derivable en el intervalo abierto |a,b[, entonces

puede no existir ningun punto en el que se cumpla el teorema. En efecto, consideremos
por ejemplo la funcion definida por:

f(X)=1+[x*—2x—8, 1+2<x <5
Definicion y gréafica de la funcion:

(%il) f(x):=1+abs(x"2 - 2%x - 8);
(%o01) f(x):= 1+|}'<2'2 K‘3|

(%ai2) woplot2d([f(x)], [x,1+sgrt(2), 51, [v,0,10], [viabel, "7, [legend, "f(x)"], [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 200] )5

10

(x)

(%t2) 4 7

25 3 35 4 45 5

Se cumple la condicion de igualdad de valores en los extremos del intervalo, pero la
funcion no es derivable en el intervalo abierto, ya que la funcién derivada es:

(2x —2)(x* —2x —8)
‘xz — 2x—8‘

f(x)= L 1++2<x<5, x=4
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En efecto, veamos las comprobaciones correspondientes:

%i3) f(1+sqrt(2)), numer; f(5), numer;
(%03) 8.0
(%04) 8
(%i5) define (Df(x) , diff(f(x), =) );
(2%-2) (x%-2%-8)

(%05) Df(x):= | - E|
He-L M-

(%id) solve(Df(x)=0, x);

(%06) [x=-2,x=4,x=1]

(%i7) assume(x>1+sqri(2), x<4)5
is(Df(x) < 0);

(%008) true

(%i9) forget(x>1+sqrt(2), x<4)5
assume(x>4, x<6)5  is(Df(x) > 0);
(%0011) true

Teorema del valor medio de Lagrange (o formula del incremento finito).
Consideremos una funcién f :[a,b]— R, tal que es continua en el intervalo [a,b] y

derivable en el intervalo Ja,b[. Entonces, existe al menos un punto x, € |a,b] tal que:
f(b)-f(a)=(b—a)Df (x,)

Interpretacién geométrica: la recta tangente a la gréafica de la funcion en el punto
(%o, f(X,)) es paralelaa la cuerda que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Veamos
un ejemplo. Consideremos la funcion definida por

f(X)=(x-1)(x-2)(x-3), 0<x<5
La recta que une los puntos (0,f(0)) i (5, f(5)) tiene por ecuacion:

F(5) -

y—f(0)= (;(O)(X—O) & y=6x-6

Veamos el detalle de los célculos y la representacién gréfica conjunta de la funcion y de
esta recta:

(%oil) f{x)i=(x-1)*(x-2)%(x-3);
(%o0l) f(x):=(x-1)(x-2)(x-3)
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(%2) y - f0) = (F(5)-F(0)) / (5-0) *(x-0);
(%002) y+6=0x

(%i3) define (y(x), 6%x - 6);

(%03) v(x):=6x-6

(CDH} ".'."Kpl')tZCl(:f()(:l..‘:,"()(:':, :K.'D.':_:':.' :‘Zr"."j-lj.' 30:.' :‘Z"‘labEL ”“: r :lE‘gE‘HCL ”f(x:'" I} ”‘Z"‘(}(:'“: r :St‘jr'-le.' :liI'I'E‘S,. 2:: ¥
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 200] )35
%0 f(x)
X
25 |

yix)

20 |
15 |
10 |
(%t4)| 5 |

Ahora calcularemos los puntos en los que la derivada es igual a la pendiente de la
cuerda:

(%i5) define { Df(x) , diff(f(x),x) );
(%05) Df(x):=(x-2)(x-1)+(x-3)(x-1)+(x-3)(x-2)
(%i7) Eql: Df(x) = 6;  sole([Eql], [x]), numer;
(%07) (x-2)(x-1)+(x-3)(x-1)+(x-3)(x-2)=06
rat: replaced 9.16515 by 6049/660 = 9.16515
rat: replaced 9.16515 by 6049/660 = 9.16515

(%08) [x=0.4725,x =3.52753]

Finalmente calculamos la ecuacion de la recta tangente en estos puntos y hacemos la
representacion grafica de estas rectas y la curva anterior:

(%0i0) x1 = x1:0.4725;
xZ2 = x2:3.52753;
(%009) x1=0.4725
~ (%0010) x2=3.52753
(%ill) 'f(x1) = f(x1), numer;
f(x2) = f(x2), numer;
(%o011) f(0.4725)=-2.03655
(%012) f(3.52753)=2.03673
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-

(%%il3) v2(x):=6%(x - x1) + f(x1);
y3(x):=6%(x - x2) + f(x2);

(%013) y2(x):=6(x-x1)+f(x1)
(%014) v3(x):=06(x-x2)+f(x2)

-

(%il5) wxplot2d([f(x), v2(x), ¥3(x)], [%,0,5], [v,-10, 401, [legend, "f(x)", "v2(x)", "v3(x)"], [style, [ines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 2007 )
plot2d: some values were clpped.

40

30 |
20 |
(%t15) 10 |

0}

-10

El teorema del valor medio permite la caracterizacion de la monotonia de una funcion
derivable en un intervalo. En efecto, si una funcion f :[a,b] — R, tal es continua en el

intervalo [a, b] y derivable en el intervalo ]a,b[ entonces, se verifica:

« Sienunintervalo |=[c,d]c[ab] se cumple Df(x)>0, vxel, la funcion es
monotona creciente en I.

« Sienunintervalo |=[c,d]<[a,b] se cumple Df(x)<0, vxel, la funcién es

mondtona decreciente en 1.
« Sienunintervalo |=[c,d]c[ab] se cumple Df(x)=0, Vxel, la funcién es

constante en |I.

Asi mismo, el teorema permite la caracterizacion de los extremos locales de una funcién
derivable en un intervalo. En efecto, si una funcion f :[a,b] — R, tal es continua en el

intervalo [a,b] y derivable en el intervalo ]a,b[ y suponemos que X, €]a,b[ es un

punto critico de la funcion, es decir, tal que Df (x,) =0, entonces, se verifica:
e Siexiste r>0 tal que
Df (x) >0, Vxe|x,—r,%[ i Df(x)<0, Vxe]x, X +r[
entonces la funcion tiene un méximo local en el punto X, .
e Siexiste r>0 tal que
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Df (x) <0, VX € [, =1 X[ i Df(x)>0, Vxe]x, % +r]

entonces la funcion tiene un minimo local en el punto X, .

Obsérvese que esta ha sido la metodologia aplicada para caracterizar los extremos en el
apartado anterior.
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08-3.- La regla de I’Hoépital

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-3.wxm.

: L ) . f(x
Si se trata de calcular el limite de un cociente ilrnaﬁ= L y se cumple que

limf(x)=L y limg(x)=L,, entonces se verifica:

L

e SiL #0yL,#ow entonces L=—
2

e SilL=wylL €Rentonces L=0

e SiL,=0yL =#0,entonces L=+ dependiendo del signo de L,
« Silos dos limites son cero o infinito (del mismo signo), hay una indeterminacion.

Si las funciones son derivables, se puede aplicar el siguiente resultado.

Regla de I’Hépital (indeterminaciones del tipo 0/0)
Consideremos dos funciones f,g:[a,b]CR— R. Supongamos que las dos
funciones son continuas en [a,b] derivables en ]a,b[ y que en un punto X, de este

intervalo se cumple lim f(x)=1lim g(x) =0 y se quiere estudiar la existencia del limite
X—Xo X—Xo

. f(x

lim 09 .

=% g(X)

Entonces, si la funcién derivada Dg no se anula en un entorno del punto X, y existe

Df (x)

lim =L (que puede ser finito o infinito), entonces se verifica que
=% Dg(x)

. f(x

|Im£:L

% g(X)

i ... Sin(2x)

Ejemplo. Se trata de calcular el limite Ixmg3x -

Definimos las funciones, verificamos que se trata de una forma indeterminada y
calculamos las funciones derivadas:

FOa AN £ e — o 3 "\f._.'\._'__\::._._._._-'\_'\.
L --:||1)' Tl'k.xJ'.—SII'I'k.f; X T ) i=3%u-1" 2,

(%%ol) f1(x):=sin(2 x)
(%002) f2(x):=3 X-x°
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(%i3) 'lIimit(f1(x), x, 0) = Imit(f1(x), %, 0);
limit(f2(x), x, 0) = lImit(f2(x), x, 0);
(%03) lm sin(2x)=0
¥-x0
(%04) lm 3x-x2=0
¥-x 0
(%i5) define ( DfL(x) , diff(f1(x),x) );
define { Df2(x) , diff(f2(x),%) );
(%05) Dfi(x):=2 cos(2 x)
(%06) Df2(x):=3-2x

Verificamos que la derivada del denominador no se anula en un entorno del origen v,
por lo tanto, se puede aplicar la regla de L’Hopital, obteniéndose:

(%aid) 'Iim'rl:(Dfl(}-:}_:‘DfE_(}-:}, ¥, 0) = Imit(DfL{x)/Df2(x), x, 0);
" cos(2x)) 2

lim — =

-= 10

%07) 2| -
( ) | 3-2% ) 3
\x )
Los algoritmos internos de célculo de limites de wxMaxima tienen incorporada la
metodologia adecuada, de modo que se puede calcular el limite directamente:

(%0i8) 'imit(f1(x)/f2(x), x, 0)=lmi(f1(x)/f2(x), %, 0);

- sinf2x) 2
(%08) lim ==
w-=1 3x-x2 3

Como es sabido, en algunas ocasiones hay que aplicar mas de una vez la metodologia
. . ... 1—cos(x)
anterior para llegar a un resultado. Por ejemplo, para calcular el limite Imgeere—*XZ
X— —
procedemos a aplicar la metodologia:

(%oil) fi(x):=1-cos(x); f2(x):=exp(x)+exp(-x)-2,
(%o1) fi(x):=1-cos(x)
(%02) f2(x):=exp(x)+exp(-x)-2
(%i3) limi(fl(x), x, 0) = Iimik(f1(x), =, 0);
limic(f2(x), x, 03 = imit(f2(x), %, 0);
(%03) lm 1-cos(x)=0
x-=0
(%04) Im %e*+%e™-2=0
x-=0
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(%i5) define ( DfL(x) , diff(f1(x),x)
define ( Df2(x) , diff(f2(x),%)
(%05) Dfi(x):=sin(x)
(%06) Df2(x):= %e™-%e™™
(%i7) "imit(Df1(x), =, 0) = Imit(Df1(x), =, 0);
limit{DfL(x), %, 0) = Imit(Df2(x), x, 0);
(%07) lim sin(x)=0
W= 1]
(%08) lm sin(x)=0
¥-=0

-

P

Por lo tanto el limite del cociente de derivadas es también una forma indeterminada.
Ahora calculamos las derivadas de segundo orden de las funciones:

(%i9) define { D2f1(x) , diff(f1(x),x,2) );
define { D2f2(x) , diff(f2(x),x,2) );
(%09) D2f1(x):=cos(x)

(%010) D2f2(x):=%e™ + %e ™™
Y calculamos los limites de estas funciones en el origen:

(%i11) 'Imit(D2f1(x), %, 0) = Imi(D2f1(x), %, 0);
limi{D2f2(x), x, 0) = Imit(D2f2(x], %, 0);
(%011) lim cos(x)=1
¥-=0

(%012) lm %e*+%e =2
¥-= 0

Por lo tanto, podemos afirmar que se cumple:

lim D*(1—cos(x)) 1
-0 D*(e*+e*—-2) 2

En efecto:

(%i13) 'imit(D2f1(x)/D2f2(x), %, 0) = Imi(D2f1(x)/D2f2(x), %,
cos() 1

(% 013) —

|:| %he¥ +0pe™X 2

Por lo tanto, se puede afirmar que se cumple:

D@—cos(x)) 1
-0 D(e*+e *—-2) 2
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Y finalmente que:
lim 1—cos(x) :1
—0et e -2 2

En efecto, el resultado es el que da wxMaxima:

(%ild) Yimic{ f1{x)/f2(x), =, 0) = limit(f1(x)/f2(x), =, 0);
_ 1-cos(x) 1
(%014) Im ——————=—

ompYee® +%e -2 2

No siempre se puede aplicar lareglade L’Hopital para llegar a un resultado aunque
sea con unas cuantas iteraciones, ni wxMaxima da un resultado satisfactorio de forma
directa. Hay que recordar que si en unaforma indeterminada se aplica la Reglade
L’Hopital con el resultado que el limite del cociente de derivadas no existe, entonces
no se debe concluir queel limite inicial no existe. Asi, por ejemplo, planteamos el

calculo del limite:
. (1
x? sm[
. X
im————
=0 e —1
Definimos las funciones con wxMaxima y planteamos el calculo del limite:

(%il) f1(x):=x"2%sin(1/x); f2(x):=exp(x)-1;
2 .| 1|

(%%01) f1(x):=x" sinj—|
)

(%02) f2(x):=exp(x)-1

(%i3) limit(f1(x)/f2(x), %, 0) = limit{f1{x)/f2(x), x, 0);
17
Sini—kxz
: X :
(%03) lIm ————=ind
o %1

La respuesta de wxMaxima “ind” significa que el programa no puede calcularlo. Si se
calculan las derivadas sucesivas y se aplica la regla de L’Hopital, se va obteniendo una
forma indeterminada en la que alguno de los limites no existe. Como sabemos, esto no
significa la no existencia del limite. En efecto, en este caso aplicamos la equivalencia de
las funciones f(x)=e*—1 y f,(X)=Xx en el origen, con lo que el limite inicial se

puede plantear:
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x—0 eX — 1 x—0 X

nmxi[i]_.im[xsm[z]]_o

ya que es el producto de un infinitésimo por una funcién acotada.

La representacion grafica de la funcion ilustra este hecho.

(%ai4) wixplot2d([fL(x)/F2(:)], [x,-0.4,0.4], [v, -0.4, 0.4], [vlabel, "], [legend,
[anuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007)S

plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.
0.4
03
02
01
ot
(%t4)| 0.1
02t
03 L

04 - - - - - - :
04 03 02 01 0 01 02 03 04

Regla de I’Hopital (indeterminaciones del tipo oo/o0)

Consideremos dos funciones f,g:[a,b]C R — R. Supongamos que las dos

funciones son continuas en [a,b] derivables en ]a,b[ y que en un punto X, de este

intervalo se cumple lim f(x)=limg(x)=o y se quiere estudiar la existencia del
X=Xy X—>Xg

. fF(x
limite |Im£.
=% g(X)
Entonces, si la funcion derivada Dg no se anula en un entorno del punto X, Yy existe
Iimmz L (que puede ser finito o infinito), entonces se verifica que
% Dg(X)
lim )
X—=Xg g(x)

La metodologia se aplica de manera idéntica ala indeterminacién anterior. Asi, por
ejemplo, si se trata de calcular el limite
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lim log(x® +1)
x—to0 X° 4+ 2X° +4x+3

observamos en primer lugar que se trata de una indeterminacién de este tipo:

(%il) fi(x):=log(x"2 + 1);
f2(x):=x"3 + 2%x™2 + 4%x + 3
(%%o01) f1(x): —Iog(}-: +1)
(%02) f2(x):=x S 42x%+4x+3
(%i3) 'limic(f1(x), %, inf)=lmit{f1(x), %, inf);
limit(f2(x%), =, |nf‘| limit( f2(x), =, |nf‘|
(%03) lim Iag[}: +1)==
-
(%04) lim X +2x°+4x+3=x
-

Ahora calculamos las funciones derivadas y el limite al infinito de cada una de ellas:

(%0i3) define ( DfL(x) , diff(f1(x),x) );
define { Df2(x) , diff(f2(x),x) );

(%05) Dfi(x):= )

(%006) DfEl[}cj =3x°+4x+4

(%i7) 'Imit(DfL(x), =, inf) = Imi(Df1(x), x, inf);
'Iuﬂrt(DfE(w _.h inf) = limit{Df2(x), %, inf);

(%07) 2| fm —— =0
\x-> X2 +1)
(%08) lim 3x°+4x+4=x
M-
(%ai9) 'Ilmrt(Dfl(al 'Df2(x), x, inf) = Ilmrt[Dfl(al 'Df2(x), x, inf);
ki

(%09) 2| Im .—E]
L-w (0 F1) (3% +450+4) |

Este resultado permite llegar a la conclusion final:

fim Dlog(x* +1) 0 = lim log(x* +1) 0
~+ooD(x3+2x2+4x+3) Moo(x 1+ 2x2 +4x+3)

En este caso, el resultado puede ser calculado de forma directa con wxMaxima:
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(%%i0) 'imit(fL{x)/f2(x), x, inf) = Imit(f1(x)/f2(x), %, inf);

_ log(x2+1)
(%010) Im — =0
wow X F2 X4 x43

Otras formas indeterminadas. Les indeterminaciones del tipo
00 — 0, O'OO, 100’ OO’ wo

se reducen los casos estudiados mediante transformaciones algebraicasy el uso de
las funciones logaritmo neperiano y exponencial.
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08-4.- La formula de Taylor

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-4.wxm.

Consideremos una funcién f :[a,b]C R — R y supongamos que es derivable n veces
en el punto x, €]a,b[, es decir, que en este punto existen las derivadas de orden superior

o sucesivas Df (x,), D*f(X,), ..., D"f(x,). Se llama polinomio de Taylor de grado

ndefen X, al polinomi:

D (x,)
1!

D?f (%)

oy (X X) e

(X_Xo)+

D" f fxo) (X—%)"

Tn;xo (X) = f (XO) +

Es inmediato verificar  que este polinomio cumpleque su valory el desus
derivadas de orden superior hasta el orden n coinciden con los correspondientes de la
funcién, es decir:

T (%) = F0%), DT (%) =D"f(x), k=12,...,n

Ademas, el polinomio de Taylor T,(x) de grado n de f en X, cumple la propiedad de
ser una aproximacion local de grado n de la funcion, es decir:

tim ) 7T ) _
o (X—%)"

El primer término no nulo del polinomio de Taylor se llama término principal. El
polinomio de Taylor aproxima localmente la funcién en un entorno del punto xo; la

diferencia R, (X)= f(X)—Tn;XO (X) se denomina residuo (o término complementario).

Teorema (de Taylor). Siunafuncion f:[a,b]JC R — R verifica:
« escontinua en el intervalo [a,b]
« es derivable sucesivamente en el intervalo ]a, b[

« las funciones derivadas sucesivas Df ,D*f,...,D"f son continuas en ]a,b[
« existe laderivada D" f en Ja,b[
Entonces si X, €[a,b], paracada X €[a,b] existe un punto t €]x,, X[ tal que:

f(x) :Tn;xo (x)+ RmXo (x) =

Df (XO) (X—XO)+"°+ Dn f (XO) (X—Xo)n + Dn+lf (t)

=00+, nt (n+1)!

(X _ Xo)n+1
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La expresion del residuo que aparece en esta expresion se denomina forma de Lagrange
del residuo. La férmula de Taylor en X, =0 se llama férmula de Maclaurin.

Cabe recordar que el polinomio de Taylor es una aproximacion local, valida Gnicamente
enun entornodel punto enel quese calcula el polinomio. Laacotacion del
error cometido la da, como es sabido, el residuo o término complementario.

Observemos en primer lugar que wxMaxima escribe la expresion del polinomio de
Taylor de una funcion de forma general. La sintaxis es muy sencilla y se puede ver a
continuacion. Asi, en un punto Xo:

TR T o R A T
I .--:.Il)l ta:,-ll.'rl.\h,\.'\_}_. X, XU, 3,

.'dz

| —— (%) .(x-xD::z :—qf[x:: .|[>{->{EI::3
-Jl:I I_EI},c2 ><=><I:|'I |.|_'|x* ><=><II|'I
(%ﬁol)ﬁTﬁf(xU)+nEr—f(x) j(x-x0)+- - - 4= - - +.,
!-, * wo=xi,
En el origen:
(%i2) taylor(f(x), x, 0, 3);
{ |:|2 { |:|3
| —— (%) [wl —f %) Ve
"4 ' | dx? () j"}{ | dx? () j'l}{
. [ W w =0, \ w =0,
(Y%o2)/T/ f(0)+ —f(x) [ X+ + +...
|dx czo) p &

Veamos ahora unos ejemplos.

Ejemplo 8.4.1.- Se trata de calcular el polinomio de Taylor de grados 1, 2, 3, 4 de la
funcion exponencial en el origen. En primer lugar hay que definir la funcion y escribir
las instrucciones que de wxMaxima que permiten el célculo de los polinomios de
Taylor:

O AN F1 et — mnepm et
L --:lll)' Tll".'\.)._'-.'.'.'\.l.u”k.'l.)l_.

taylor(fi(x), %, 0, 1); taylor(f1(x), =, 0, 2);
taylor(fi(x), %, 0, 3); taylor(f1(x), =, 0, 4);
(%a0l) f1(x):=exp(x)
(%02)/T/ 1+x+...
. x2
(%0o3)/T/ 1+}c+?+...
2 43

X
(%%0d)/T/ 1+x T

. x2 w3 ox?
(%o5)/ T/ 1+x+—+—+—+...
2 6 24
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Ahora definimos estos polinomios como funciones:

(%i6) define ( T1(x) , taylor(fi(x), =, 0, 1) );

define { T2(x) , taylor(fi(x), x,

define { T3(x) , taylor(fi(x), x,

define { T4(x) , taylor(fi(x), %, 0, 4) );
(%o6)/T/ TL(x):=1+x+...

-

]
-

]

-

=
L
=
et

-

2
(%07)/T/ T2(x):= 1+x+%+

o w2 3
(%08)/T/ T3(x):= 1+}:+?+?+

o }{2 3 }{4
(%o9)/T/ T4(x):=14+x+—+—+—+...
2 6 24

A continuacidn se trata de observar graficamente que el polinomio de Taylor es una
aproximacion local de la funcién, aproximacion que mejora de calidad a medida que se
incrementa el grado del polinomio. Para ello haremos unas representaciones graficas de
la funcion y del polinomio de Taylor de un grado determinado. Asi, si dibujamos
conjuntamente la funcion y el polinomio de grado 1 se obtiene:

(%il0) vaxplot2d([FL(x), T10)], [x,-2,2], [ylabel, "1, [legend, "f(x)", "T1(x)"], [style, [ines, 211,
[anuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )5
; (%)
X
. T1(x)
g L
5 L
4 L
q |
(610)| |
1L
0 F
-1 i
-2 1.5 -1 0.5 0 05 1 15 2
X
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Ahora hacemos lo mismo con el polinomio de Taylor de grado 2:

' (%ol 1) wxplot2d([f1(x), T20x)], [%,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "f(x)" , "T2(x)"], [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )5

’ x)
[ T2(x)
6 L
5 L
4 |
(eetit)| 3 |
2 L
1
o |
x

Y ahora hacemos lo mismo con el polinomio de Taylor de grado 3:

' (%0l 2) wxplot2d([f1(x), T30x)], [%,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "f(x)" , "T3(x)"], [style, [lines, 217,
[anuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )&

8 T f(x)
x
7t
T3(x)
6 L
5 |
4 L
3 L
(%t12) 5|
1 L
0
-1 i
-2 -1.5 -1 0.5 0 05 1 15 2
x

Como puede observarse, las dos gréaficas se van pareciendo cada vez méas a medida que
se incrementa el grado del polinomio de Taylor. Veamos finalmente la representacion
gréfica de la funcion y el polinomio de Taylor de grado 4:
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%oil3) wxplot2d([f1(x), T4(x)], [x,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "f(x)", "T4(x)"], [stvle, [ines, 217,
[anuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )5

° f(x)
Ty T4(x)
6
5 L
4 L
(%at13) 3 L
2t
1 ¢
-
X

En este Ultimo caso se observa que dibujo que da el programa casi no permite
diferenciar las dos gréficas. Esta dificultad se convierte en casi imposibilidad si el

entorno del punto se hace mas pequefio:

. (%il4) wxplot2d([f1(x), T4(x)], [x,-0.2,0.2], [vlabel, "7, [legend, "f(x)", "T4(x)"], [style, [lnes, 217,
[anuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )5

125

12

115

11

1.05

1

0.95

0.9

0.85

0.8

f(x)
T4(x)

(%t14)

02 015 01 005 0 005 01 015 02

X

Ejemplo 8.4.2.- Se trata de hacer lo mismo con la funcién definida por:
f (x) = cos(x?), x€R

En primer lugar calculamos el polinomio de Taylor de grado 4:
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(%il) f(x):=cos(x"™2);

define (T4(x) , taylor(f(x), x, 0, 4) );

(%01) f(x):=c05(x2)

4

(%02)/T/ T4(x):= 1%+

Y ahora hacemos la representacion grafica de la funcion y este polinomio:

(%0i3) wxplot2d([f(x), T4(x)], [x,-3,3], [v,-2, 2], [vlabel, "], [legend, "f(x)", "T4(x)"], [style, [ines, 211,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )5
plot2d: some values were dipped.

(%t3)

2
1.5
1
0.5
0

0.5

-1

1.5

-2

3

Ahora calculamos el polinomio de Taylor de grado 8 y hacemos la representacion
gréfica conjunta:

(%i4) define (T8(x) , taylor{f(x), x, 0, 8) );

4 3

(%04)/T/ T8(x):= 1-%+“—+

24

(%i5) wxplot2d([f(x), T8(x)], [x,-3,3], [v,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "f(x)", "T8(x)"] , [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )5
plot2d: some values were clpped.

(%t5)

2
1.5
1
0.5
0
0.5
-1
15 |
-2

3 2 41 0 1 2 3

30
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Finalmente, calculamos el polinomio de Taylor de grado 16 y hacemos la
representacion grafica conjunta:

(%i0) define (T16(x) , taylor(f(x), x, 0, 16) );

N wd xB yl2 16
(%06)/T/ T16(x):=1-—+——+ +
2 24 720 40320
(%i7) vexplot2d([f(x), T16(x)], [x,-3,3], [v,-2,2], [vlabel, "1, [legend, "f(x)" , "T16(x)"], [style, [lines, 2]1,
[anuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )s

plot2d: some values were clipped.

2
15
1
05
0
(%at7) 0.5
1
15t
2

83 2 41 0 1 2 3

Series de potencias.

La propiedad del residuo de la férmula de Taylor permite escribir:

f(x)= )!LYQ)T,];XO (x)= i%(x_ Xo)k

El Gltimo término es una serie de potencias y la igualdad anterior se conoce como
desarrollo en serie de potencias de la funcion. Con wxMaxima se puede obtener la
expresion del desarrollo en serie de potencias de una funcion, tal como se muestra a
continuacion.

Por ejemplo, para la funcidn exponencial real se tiene:

(%i1) 'exp(x)=powerseries(exp(x), %, 0);
i1

(%o01) YoeX = T{l—l

Una instruccion de wxMaxima permite mejorar la estética de la salida:
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(%i2) 'exp(x)=niceindices(powerseries(exp(x), x, 0));

=
Xi
(%02) %e®= -
13
i=0
Para las funciones seno y coseno:

(%i3) 'sin(x)=niceindices(powerseries(sin(x), x, 0));

X

veom) < ) (-1 x2i+1
(%03) sin(x)= —[2i+1]!

i=0
(%i4) 'cos(x)=niceindices(powerseries(cos(x), x, 0));

X

Dfr 4 _ E_lllle
(%04) cos(x)= —[zi]!

i=0

Para la funcién arco tangente:

(%i5) 'atan(x)=niceindices(powerseries(atan(x), x, 0));

) ) (-1) x2i+1
(%05) atan(x)= BET
i=0

También se puede obtener el desarrollo en serie de potencies de una funcion que no esté
predefinida en wxMaxima:

(%i6) f4(x):=1/(1+x); 'f4(x)=niceindices(powerseries(f4(x), x, 0));
(9%06) f4(x):=——
(%07) ﬁq(x]=z (-1)'x'

i=0

Finalmente dos ejemplos con el logaritmo neperiano, el primero en el origen y el
segundo en el punto xo = 1:
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(%i8) 'log(x+1)=niceindices(powerseries(log(x+1), x, 0));

aa

(%08) log(x+1)=- i

i=1

(%i9) 'log(x)=niceindices(powerseries(log(x), x, 1));

0

(%09) Iog(x]:—zw

i=1
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08-5.- Aplicaciones de la derivada. Optimizacion

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_08-5.wxm.
Caracterizacion de la convexidad, la concavidad y las inflexiones de unas
funciones.

Una funcion se dice convexa en un intervalo [xi, X2] siy solo si se cumple:

f (A% +@=N)%,) <AT()+@-A)f(x,), 0<A<1

es decir, si el segmento que une los dos extremos (X, f(x)), (X, f(X,)) esta por

encima de la grafica de la funcion. Si la desigualdad es estricta, se acostumbra a decir
que la funcidn es estrictamente convexa en el intervalo. Interpretacion geométrica de la
convexidad:

f(x2)

P fxy) + (1-1) £x2)

fi(xy)

X1 Loxy+(1-1) x, X2

Figura 8.5.1

Una funcion se dice concava en un intervalo [xi, x2] siy solo si se cumple:

f (A FA=A)%) > f(x)+ @A) f(x,), 0<A<1

es decir, si el segmento que une los dos extremos (X, f(x)), (X, f(X,)) esta por

debajo de la grafica de la funcién. Si la desigualdad es estricta, se acostumbra a decir
que la funcidn es estrictamente concava en el intervalo. Interpretacion geométrica de la
concavidad:
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flix+(1-Mx ]

L ff) + (1-0)f(x)

rxp+(L-R) %o

Figura 8.5.2

Un punto en el que la funcion es concava a la izquierda y convexa a la derecha o a la
inversa se Ilama un punto de inflexion. En la Figura 8.5.3 se puede ver un punto de
inflexion.

Figura 8.5.3

Una propiedad importante de las funciones derivables es la siguiente: si una funcion
f :[a, b] — R es derivable dos veces en el intervalo ]a,b[ entonces, se verifica:

si se cumple Df (x) >0, Vx e ]c, d[ , la funcién es convexa en [c,d];

si se cumple Df (x) <0, Vx e ]C, d[ , la funcién es céncava en [c,d];

si la funcion es derivable tres veces y se cumple D?*f(x,)=0, D*f(x,)#0, el
punto Xo es un punto de inflexion de f.
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Ejemplo 8.5.1.- Se considera la funcién definida por:
f(x)=x"—x*—9x%, x€[-3,3]
Veamos su definicion con wxMaxima y su representacion grafica:

(%il) f(x):=x"4-x"3-9%x"2;
(%01) f(x):=x7-% +(-9) x2

(%oid) wexplot2d([f(x)], [x,-3, 3], [vlabel, "7, [legend,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )5

30
20
10

1, [style, [lines, 277,

(%t4)

Calculamos las derivadas de primer y segundo orden de la funcion:
(%i3) define (Df(x) , diff{f(x), x) );
(%05) Df(x):=4 x>-3 x*-18 x
(%i0) define (D2f(x) , diff(f(x), %, 2) );
(%06) D2f(x):=12 x*-6 x-18

Calculamos ahora las raices de la derivada de segundo orden:

(%i7) Eql : D2f(x) = 0 ;
solve([Eql], [x]);
(%07) 12 x*-6 x-18=0

(%08) [x=§,x=-1]
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Veamos la representacion grafica de la derivada segunda:

(%0i9) wxplot2d([D2f(x)], [x,-3, 31, [vlabel, "7, [legend, "D2f(x)" 1, [style, [ines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid”], [nticks, 3007 )5
120 : . . . .
D21(x)
100 F

80
60

ey A0 ¢

Por lo tanto, se puede afirmar que, por ejemplo, la funcién es convexa en [-3,-2] y la
funcion es concava en [0,1]. Estudiamos les raices de la derivada segunda para ver si
son puntos de inflexion, para lo que habra que calcular la derivada de tercer orden y
evaluarla en estos puntos:

 (%i10) define (D3f(x) , diff(f(x), x, 3) );
(%010) D3f(x):=24 x-6
. (%0il1) x1=x1:-1; 'D3f(x1) = D3f(x1);
(%011) x1=-1
(%012) D3f(-1)=-30
(%il3) x2=x2:3/2; 'D3f(x2)=D3f(x2);

(%%013) x2 =

[

(%014) D3|~ |=30

Asi pues, en efecto, estos puntos son puntos de inflexion de la funcion, ya que la
derivada de tercer orden de la funcion en estos puntos no es nula.
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Resolucion de ecuaciones: el método de Newton — Raphson.

El método de Newton — Raphson, o simplemente de Newton, es un método iterativo
para la aproximacion de los ceros de una funcién derivable.

La formula de iteracion es la siguiente:

X =% —— )
Df (x,)

La interpretacion geométrica es bien conocida: se trata de aproximar el cero mediante
las intersecciones de las sucesivas rectas tangentes a la grafica de la funcion, como se
puede ver en la Figura 8.5.4:

A

L
X x X
/ / i )

Figura 8.5.4

Ejemplo 8.5.2.- Se trata de resolver la ecuacion
x> —8log(x) =0
En primer lugar intentamos resolverla con wxMaxima:

(%il) Eql: x"2 - 8%log(x) = 0;

solve(Eqgl, x);
(%01) x*-8 log(x)=0

(%02) [x=-2324flog(x), x =232 +)log(x

Vemos que el programa no nos da una respuesta adecuada. Aplicaremos el método de
Newton con la funciéon f(x)=x*—8log(x). En primer lugar debemos definir la
funcién y calcular la funcién derivada, ya que intervine en la formula recurrente:
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(%i3) f(x) := x™2 - 8%log(x);
(%03) f(x):=x?-8 log(x)
(%i4) define (Df(x) , diff(f(x), %) );

8
(%04) Df(x):=2 X-—
Ahora hacemos una representacion de la grafica de la funcion para saber en qué

intervalo se encuentran las soluciones y poder disefiar el procedimiento iterativo
correspondiente:

(%i3) wxplot2d([f(x)], [x, 0.5, 4], [v, -2, 6], [vlabel, "], [legend, "f(x)" 1, [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 300] )5
6 —
5 ix)
4 |
3 |
2 |
(%t5) 1t
ot
1 L
05 1 15 2 25 3 356 4
X

Observamos que hay un cero en el intervalo 1; =]1, 1.5[ y otro cero en el intervalo I,
=]2.5, 3[. A continuacion iniciamos el proceso iterativo para calcular el cero en I, con
X1 = 4:

(%i0) x1=x1:4;, =2=x2:x1 - (f(x1))/(Df(x1)), numer;
(%00) x1=4
(%07) x2=3.181725814826521
i) x3=x3:x2 - (f(x2))/(Df(x2)), numer;
(%0iB) x3=x3:x2 - (f(x2))/(Df(x2
(%08) x3=2.957260178756791
(%0i9) xd=x4:x3 - (f(x3))/(Df(x3)), numer;
(%09) x4 =2.935049208792494
(%0i10) x5=x5:x4 - (f(x4))/(Df{x4)), numer;
_ (%010) x5=2.934820198893187
(%0ill) x6=x6:x5 - (f(x5))/(Df{x5)), numer;
(%011) x6=2.934820174464085

Parece que ya se tienen al menos seis decimales exactos y si la precision se considera
suficiente, se puede parar el proceso iterativo. Con wxMaxima hay una instruccién que
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permite este calculo de forma directa y con la precision que se quiera. La sintaxis es la
siguiente:

fos b - i _ - N -

(%il2) lbad(newtonl)s
-, o ;| PR S N AT 4T
newton(x"2 - 8*log(x), =, 4, 10°(-5));

(%%013) 2.934820198893187

Si se desea una precisién mas fina, es decir, una cota menor del error, entonces hay que
indicarlo en la instruccion. Asi:

(%i14) load(newtonl)s
newton(x™2 - 8%log(x), =, 4, 10°(-9));

(%015) 2.934820174464085
Ahora podemos calcular con esta metodologia el cero de la funcion en el intervalo |;:

(%i16) load(newtonl)s
newton(x™2 - 8%log(x), x, 1, 10~(-9));

(%%017) 1.195663759058167

Variaciones respecto al tiempo.

En muchos problemas de aplicacion de la derivada se plantean situaciones en las
que intervienen funciones que dependen del tiempo. A continuacion se muestra un
ejemplo de la aplicacién de la derivada a una de estas situaciones.

Ejemplo 8.5.3.- Se tiene un embudo conico recto circular que tiene unradio de la
base de radio R=20cmy una altura de H=40cm. El embudo esta situado con el
vértice hacia abajo y entra liquido por la parte superior conun caudal deq= 200
cm®min. Si inicialmente el embudo esta vacio, se trata de calcular la funcién que
expresa el nivel del liquido contenido en el embudo en funcion del tiempo y razonar
que se trata de una funcion creciente.

Si  se designan por r(t), y(t) las funciones que expresanel radio dela base vyla

altura, respectivamente, del cono que forma el liquido dentro del embudo en el instante
t, entonces el volumen de liquido contenido en el embudo es

FOO AN VY e — O i 2 E Y A Ty Y
(%ol ) VIL):=(%pi/ 3)7rit)™2%y(t)

(%01) U{tj:=%r{tjz y(t)

40 Tema 8: Calculo diferencial de funciones reales de variable real (2)



De la geometria del problema deducimos que:
(%oi2) r(t):=(R/H)*y(t); V(L) = V(t);

(9%02) r(t):==y(1)

(%03) V(t)=————
3 12

o

Por lo tanto, igualando este volumen al que se sabe que hay dentro del embudo como
producto del caudal de entrada por el tiempo, resulta:

(%%i4) Eq22: q*t=V(t);

7 y(t) R2
(%04) qt=—-—
342

o
De esta ecuacion podemos deducir la expresion de la funcién altura de liquido:
(%i5) (y(£))"3 = (3#q®H"2) / (Yepi*R™2) * t;
3 3qtH?
(%05) y(t)> =
= RZ
(%id) define (y(t) , ((3*q*H"2)/(Yopi*R™2))™~(1/3) = t™~(1/3) );

11/3 g1/3¢1/3 y2/3
o . 34 g - H=!
(%06) y(t): RVEPYIE

Si designamos por K el coeficiente que multiplica a la raiz cubica del tiempo, entonces
podemos expresar la funcién altura de liquido en el embudo:

(%i7) g=q:2005  R=R:205 H=H:405
(%%il0) "K=K:((3*q*H"2)/(%pi*R"~2))"~(1/3), numer;
(%010) K =9.141562994681664
 (%i11) define (y(t) , KXt~ (1/3) );
(%011) y(t):=9.141562994681664 t/ 3

La representacion de la grafica de esta funcién es:
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(%il2) wexplot2d([y(t)], [t, 0,100], [viabel, "7, [legend, "v(t)" 1, [style, [lines, 217,

[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )5
45
40 ¢
35
30
25
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15
10

y() ——

(%t12)

0 20 40 60 8O 100

El crecimiento se puede observar en la grafica, sin embargo se puede analizar esta
caracteristica de la funcion viendo el signo de la funcion derivada:

(%il13) define (Dy(t) , diff(v(t), t) );
3.047187664893888
t2_-"3

(%0013) Dy(t):=

Dado que esta derivada es positiva en todo punto, se puede concluir el crecimiento de la
funcion. Ahora se puede razonar que la velocidad a la que va aumentando el nivel del
liquido en el interior del embudo es decreciente con el tiempo. En primer lugar haremos
la representacion grafica de esta derivada:

' (%aild) wplot2d{[Dvy(t)], [t, 0.1,907, [v, 0, 81, [vlabel, "1, [legend, "v(t)" 1, [style, [lnes, 2, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid”], [nticks, 300] )5
plot2d: some values were clipped.

° i) ——
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4
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Ahora verificaremos que la derivada de la altura es decreciente calculando la derivada
de segundo orden y viendo que es negativa:
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(%il5) diff(Dy(t), ©);
2.031458443262592

(%o015) -

+5/3

Finalmente, se puede hacer algun calculo como por ejemplo calcular la velocidad a la
que aumenta el nivel de liquido en el embudo cuando la altura de liquido es de 25cm,
para lo cual determinaremos en qué instante se alcanza esta altura y después
calcularemos la derivada de la altura en este instante:

- (%il7) Eq24: y(t)=25; solve([Eq24], t);
(%017) 9.1416 t1/ 3 =25
rat: replaced 9.1416 by 8072/883 = 9.1416
10757271671875
525048780248
. (%i19) t0 = t0 : 10757271671875/525948789248, numer;
(%019) t0 = 20.453
(%020) "Dy(t0)=Dy(t0);
(%020) Dy(20.453)=0.407

(%018) [t=

Optimizacion.

Una de las aplicaciones mas significativas de la derivada es la determinacion de
extremos de una funcion, problemas que se conocen como optimizacién. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 8.5.4.- Se considera un circulo de radio R; se trata de determinar el sector
circular que hay que extraer para que con lo que quedade circulo se forme un cono
de volumen maximo.

Designamos por x el angulo (en radianes) del sector que se extrae. Calculamos la
longitud del arco de este sector y de la parte restante:

(%il) L1(x):=R*x;  L2(x):=2%%pi*R - R*x;
(%o01) L1(x):=R x
(%02) L2(x):=2xR-Rx

El radio de la base del cono que se forma con lo que queda de circulo es:

(%i3) r(x):=(2%%pi*R - R*x)/(2*%pi);

(%03) r{x]:=ﬂ
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Por el teorema de Pitagoras calculamos la altura de este cono:
(%i4) h(x):=sqr(R™2 - ([Exﬂ,rnpl"l:{ R*x)/(2%%pi))™2);
2
2z R-R
(%04) h(x): JRE | x)

Y ahora podemos calcular su volumen:

(%id) V(x):=(%pi/3)*(r(x)™2)*h(x);
(%05) ‘u’(x]:z%r(x}z h(x)

Estd claro que esta funcion esta definida en el intervalo [0, 2~x]. Para determinar el
maximo de esta funcion calculamos la funcién derivada:

(%i6) diff(V(x), x);

. 2
R{27R-x R]JRE_w

R(2zR-xR)? 4 52

(%06) —- —
2zR-xR "
48 :3'JR2-—[ <)
4 52

Parece razonable intentar simplificar esta expresion:

(%i7) ratsimp(%);
(2x3-12x x2+16 22 x) R*+(xF-6 x x2+12 22 x-8 = 3) R?

24 24 = %-%2 |R|

Ahora podemos definirla como funcién:

(%07) -

(%6i8) DV(x):=-((2%x"3-12%%pi*x~ 2+ 16%%pi 2%x)*R 4+
(X" 3-6%%pitx 2+12%%hpit 2% x-8%%pi™ 3)*RAM4)/(24% Yopi™ 2#sqrt(4%%pitx-x~2) *R);
-((2x3-12zx2+16 22 x) RAI+(xF -6 x2+1222 x+(-8) =) R

24724z x-%2 R

(%08) DV(x):=
Para calcular los puntos criticos igualamos a cero y resolvemos:

(2%i9) Eql:0V(x)=0;

f2xd-12zxf+16 22 x)RY-(x3-6ruf+12 72 x-823)R?
(%09) =0

24 72~lazw-w? R
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' (%i10) solve([Eq1], B);
(2 I'_'E.-E.]r (2~6+8)=
_ M= o X
: 3

(Beol0) [x= =2=]

Ahora calculamos numéricamente estas soluciones:

(%il1) x1=x1:-((2*sqr(6)-6)*%pi)/3, numer;
x2=x2:((2%sqrt(6)+6)*%pi)/3, numer;
x3=x3:2%%pi, numer;

(%011) x1=1.152985986532131

(Y0012) x2=11.41338462782704

(%013) x3=6.283185307179586

La segunda no pertenece al intervalo y, por lo tanto, se puede descartar. La tercera es
precisamente el extremo superior del intervalo, en el que la funcion volumen es nula.
Por lo tanto hay que considerar sélo la primera y para determinar la tipologia del
extremo hay que calcular la derivada segunda en este punto:

* (%i14) diff(DV(x), x):
(Bx*-24m x+16=2)RY-(3x%-127x+127°)RY

(%o014) -
24 nlanx-x? R
(4z-2%)(-(2x3-127 %% +16 =2 %) RF-(xF-6 2 x°+12:%%-8=7) R
312
I2q

48 =% (4 7 x-%9)

©(%i15) D2V(X):=(-9%x"2+36*%opi*x-28%%pi~2)/ (24%%pi~ 2%sqrt(4* Yepitx-x~2)) -
(4% %pi-2%x)* (3% X" 3+ 18%Uapix A 2-28% %o pi™ 2% x+ §%%apin3) )/ (485 opis 2% (4% %apitx-x~2)~ (3/2));

(%015) DZV(X):z(-g)x2+3s:x+(-281:2_(4:-2x]((-3]x3+18:x2+(-281:2x+8:31
24 72~l4 7 x-x2 48:2(4:x-x2]3;2
- (%il6) 'D2V(x1)=D2V(x1), numer;
(%016) D2V(1.152985986532131)=-0.18377629847393

Per lo tanto la funcion es céncava y se trata de un méaximo local. Este extremo es
absoluto ya que el volumen es nulo en los extremos del intervalo.

Para ilustrar graficamente el problema se hace una representacion gréafica de la funcion
volumen con un radio unidad:

Tema 8: Calculo diferencial de funciones reales de variable real (2) 45



(%i22) wxplot2d([V(x)], [x, 0, 2*%pi] , [ylabel, '], [legend, "V(x)" 1, [style, [ines, 2, 317,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )3

(%t22)

0.45
0.4
0.35
03
0.25
0.2
0.15
01
0.05
0

V(x)

0
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