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06-1.- Definicion de funciones. Ejemplos. Operaciones con funciones

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_06-1.wxm.

Recordemos que se llama funcion real de variable real a una terna (A, B, f) en la que

A,B son subconjuntos (no vacios) de nimeros reales y f es una aplicacién de A en B. El
conjunto A se llama dominio o campo de existencia de la funcion y el conjunto B se
llama recorrido. Habitualmente se escribe f: ACR — B para designar una funcion f

de A en B. Cuando en adelante digamos funcion, nos referiremos a una funcion real de
variable real.

Una funcidn se acostumbra a definir mediante una expresion analitica que indica como
se transforma el elemento (antiimagen) del conjunto A para obtener el elemento

(imagen) del conjunto B que le corresponde. Por ejemplo: f(x)=1+3x—2x*, x>0
seria la forma de dar una funcién definida mediante la expresién analitica indicada
(polinomio) y de campo de existencia A=[0,+0[ .

Para definir una funcién con wxMaxima, asignar un simbolo a la funcion, a
continuacion un paréntesis con el simbolo designado a la variable, a continuacion los
simbolos := y finalmente la expresion analitica de la funcion. Por ejemplo:

FO A L — . Ty
Ik':.-'-jlj.)' T'k.'x).—1+3 W2 ."AZ_.

(%o01) f(x):=1+3 x+(-2)x°

Esto indica que esta funcion se representa con el simbolo f y que su variable (es decir,
un punto cualquiera de su campo de existencia) se representa por X.

Una manera alternativa de definir una funcién (que méas adelante veremos que es muy
atil) es con la instruccion “define”:

(%0i2) define(f(x) , 1+3*%x-2*%x"2 );
(%02) f(x):=-2x%+3x+1

Otros ejemplos de funciones:

(%i3) fl{x):=2%cos(3*x)+4%sin(2*x);
f2(t):=1/({1+t"2);
f3(u):=log(u+1);

(%03) f1(x):=2 cos(3 x)+4 sin(2 x)

(%004) f2(t):=

1+12

(%05) f3(u):=log(u+1)
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Se puede obtener la imagen de un punto del dominio con una sintaxis sencilla; por
ejemplo:

(%i6) f(0); f(2.34);
(%06) 1
(%07) -2.931199999999999
(%i8) f1(%pi); f1(2.3456); £2(3.457);
(%08) -2

(%09) -2.540661729040671
(%010) 0.077215015015618
© (%il1) f3(%e): £3(2); £3(2), numer;
(%011) log(%ee+1)
(%012) log(3)
(%013) 1.09861228866811

Se observa que en algunos casos parece que la imagen “se deje indicada” sin calcular el
valor numérico; lo que pasa es que no se da este valor expresamente a menos que se
indique que se quiere la representacion decimal de la imagen o se dé la antiimagen en
representacion de coma flotante. También se puede obtener el valor de una funcién en
un punto asignando un valor a la variable de la funcion (que mas adelante habra que
eliminar si se quiere seguir trabajando con la funcién). Por ejemplo:

- (%%il4) %:5.23; t:4.321; u:6.543;
f(x); f2(t); f3(u);
(%014) 5.23

(%015) 4.321

(%o016) 6.543

(%017) -38.01580000000001

(%018) 0.050836150460975

(%019) 2.020619980871494

Hay que recordar la notacion de las funciones elementales predefinidas en wxMaxima
(vease la Tabla 02-1 del Tema 2).

Operaciones algebraicas con funciones. Para efectuar operaciones algebraicas (suma,
diferencia, producto por un escalar, producto y cociente), la sintaxis es bastante sencilla.
Por ejemplo:

e Sumay diferencia:

(%il) fi(x):=2%cos(3*x)+4%sin(2*x)% f2(x):=1/(1+x"2)5 f3(x):=log(x+1):
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(%) FLO(x):=f1{x)+f3(x); F10(x)=f10(x);
(%o4) f10{x):=f1({x)+f3(x)
(%05) f10(x)=log(x+ 1)+ 2 cos(3 x)+4 sin(2 x)
(%i6) fl1(x):=f1(x)-f2(x); 'fl1(x)=f11(x);
(%o06) f11(x):=f1(x)-f2(x)
1

(%07) fli({x)=2 cos(3 x)+4 sin(2 x)-

x2+1
e Producto por un escalar y combinacién lineal:

(%i8) f12(x):=3.456%f1(x); f12(x)=f12(x);
f13(x):=1.234%f1(x)-3.456%f3(x); 'f13(x)=f13(x);

(%08) f12(x):=3.456 f1(x)
(%09) f12(x)=3.456(2 cos(3 x)+4 sin(2 x))
(%010) f13(x):=1.234 fi(x)-3.456 f3(x)
(%011) f13(x)=1.234 (2 cos(3 x)+4 sin(2 x))-3.456 log(x + 1)

e Producto y cociente:

. (%i12) f14(x):=f1(x)*f2(x); 'F14(x)=f14(x);
(%0012) f14(x):=f1(x) f2(x)
2 cos(3 x)+4 sin(2 x)

(%013) f14(x)=

x2+1
(%il4) f15(x):=fL(x)/f2(x); "f15(x)=f15(x);
o —w
(Yo014) f15(x): 200

(%015) FlS{x]=(x2 +1)(2 cos(3 x)+4sin(2 x))

Composicion de funciones. La sintaxis para la composicion de funciones en
wxMaxima, que se puede ver a continuacion, no usa el signo habitual de composicion,
sino que se escribe la imagen como “funcién de la funcion”. Obsérvese que se puede
hacer la composicion de mas de dos funciones:

(%il) fl(x):=2*x+55 f2(x):=sqrt(3+x"2)5 f3(x):=sin(x)5
(%) F1(x):=f1(f2(x)); F1(x)=F1(x);
(%o4) F1(x):=f1(f2(x))

(%05) F1(x)=2+x*+3 +5
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(%ib) F2(x):=f2(f1(x)); 'F2(x)=F2(x);
(%06) F2(x):=f2(f1(x))

(%07) F2(x)=+(2 x+5)*+3

(%0i8) F3(x):=fL(f2(f3(x))); 'F3(x)=F3(x);
(%08) F3(x):=f1(f2(f3(x)))

(%09) F3(x)=2lsin(x)*+3 +5

El ejemplo sirve adicionalmente para recordar que la composicion de funciones no
cumple la propiedad conmutativa.

Funciones definidas a trozos o intervalos. Se pueden considerar y trabajar con
funciones definidas a trozos o intervalos. La metodologia consiste en designar con una
referencia cada una de las diferentes expresiones y después organizar las alternativas en
una instruccion. Asi, por ejemplo, la funcién definida por:

2x+1  six<0
Fl(X):

V1+x%, six>0

se define en wxMaxima de la manera siguiente:
(%il) fl(x):=2%x+1; f2(x):=sgrt(1+x"2);
F1(x):= if x<0 then f1(x) else f2(x);
(%o01) fi(x):=2x+1
(%02) f2(x):=1+x%°

(%03) F1(x):=if x<0 then fl(x) ele f2(x)

Si la funcidn esta definida en tres intervalos la sintaxis es igualmente sencilla; por
ejemplo, la funcién:

e*’?, x<0
G,(x) =41+ xlog(x/2), 0<x<2
e, X>2

se define en wxMaxima de la manera siguiente:

(%) gl(x):=exp(x/2)5 g2(x):=1+x*log(x/2)% g3(x):=exp(2-x)5
(%i7) G1(x):= if x<=0 then gi(x) eke (if x<=2 then g2(x) eke g3(x));
(%07) Gi(x):=if x<=0 then gi(x) else if x<=2 then g2(x) elke g3(x)
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06-2.- Representacion grafica de funciones. Representacién grafica de
curvas planas.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_06-2.wxm.

La representacion grafica de funciones se realiza con la opcion “Graficos” del menu
principal. Antes de hacer la representacion grafica hay que definir la funcion y después
ir a “Plot” y decidir por una de las opciones que aparecen: Graficos2D, Graficos3D,
Formato de graficos. En el caso de funciones reales de variable real hay que ir a
Gréficos2D; el Formato de graficos se recomienda dejarlo con las opciones por defecto.
El cuadro de didlogo de Graficos2D es el representado en la Figura 06-1.

T X
Expresion{es): IE Especial |

Variable: Ix De: !—5 Hasta: |5 ™ escala logaritmica

Yariable: i\ De: |:' Hasta: IZ- [ escala logaritmica
Graduadones: | 10 j

Formato: | en linea ;]

Opciones: I L!

Archivo I El
Aceptar I Cancelar |

Figura 06-1. Cuadro de dialogo para gréaficos en 2D.

Comentemos las indicaciones y consejos para cumplimentar el cuadro de didlogo:

En la opcién “Expresion(es)” hay que escribir el simbolo asignado a la funcion o
funciones que se quieren representar, ya que se pueden incluir varias funciones en
un mismo grafico.

En la opcion “Variable” hay que especificar el rango de la variable; se pueden hacer
pruebas para obtener la zona de grafico mas adecuada para la representacion que se
quiere obtener. No hace falta, si no se quiere, especificar el rango de las ordenadas.
En la opcion “Graduaciones” es para definir la escala de los ejes.

En la opcion “Formato” se puede optar por “predeterminado” o “en linea”. La
primera, que se puede ejecutar con la instruccion “plot(...)”, muestra un gréafico en
formato Ilamado “gnuplot” en el mismo documento de wxMaxima, que aparece
cuando se ejecuta la instruccion y desaparece al ejecutar la instruccién siguiente; en
este grafico, yendo a la parte superior y usando el boton derecho del raton, se acede
a un mend de modificacion de las opciones del gréfico que permite personalizarlo.
En la segunda opcidn, mas recomendable si se quiere mantener la grafica visible, se
incluye el grafico enganchado a la salida y con el botdn derecho del ratén se puede
copiar y pegar después en otro documento. La opcion de la grafica “en linea” se
puede ejecutar con la instruccién “wxplot(...)”. Hay una opcién adicional que es
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“openmath” que permite editar y manipular el grafico, ademas de guardarlo en un
fichero.

o En “Opciones” hay las opciones de grafico: setzeroaxis, set size ratio 1, set grid.
Estas opciones afectan el dibujo de los ejes de coordenadas, la medida relativa de
las escalas en los ejes y al dibujo de una malla.

o La opcion “Grafico al archivo” permite exportar el grafico a un fichero que en el
botdn que hay mas a la derecha permite especificar el nombre del fichero y la
carpeta de destino. El formato de los graficos es postcript encapsulado, eps. Hay
que tener pues un programa gque permita abrir este tipo de archivo y, si es necesario,
modificar después el formato gréafico.

Veamos con un ejemplo como afectan las opciones en el resultado que da el programa.
Se observara que en todos los casos se usa la instruccion “wxplot(...)” que permite tener
la grafica “pegada” al mismo archivo de wxMaxima. El aspecto de la grafica se puede
adaptar de alguna manera a las preferencias o gustos del usuario y a las necesidades
objetivas de la representacion gréafica.

(%Ei1) f 0 =x"3-2% " 244 44, glxi=14x"2;
(%aol) f(xj::xg—z %% +4 % +4
(%02) gix )= 14%°

(%03 weplot2d([f(x)], [x,-4,4103
60

48 +

28

(%t3)

K™ 3=2%n" 2+ 4%1+4

=188 [

-128 . . 1 : .
=4 =3 -2 -1 a 1 2 3 4
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(%i4) wxplot2d([gix)], [x,-4.413%

18

16

14

12

18

Fart 5

(9%t4)

-4 =3 -2 -1 a 1 2 3 4

(946D ) wplot2d([g(x)], [x,-4,4],
[gnuplat_preamble, "set size ratio 1] 1%

18

16

14

12

i8

gl o

(%15

=4 =3 =2 =1 a 1 2 3 4

(%0iE) wxplotzd([g(x)], [x,-4,4],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] 1%

18

16

14

i2

i8

ol

(%15)

-4 =3 =2 -1 a 1 2 3 4
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(%7 ) weplot2d([gl=)], [x,-4,4],
[gruplot_prearmble, “set size ratio 1; set grid"] , [style, [ines, 2]] 1%

x"2+1

(%t7)

4 3 21 01 2 3 4

X

(%i8) wxplotzd([a(x)], [x,-4,4], [v, 0, 8],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid; "], [style, [lines, 211 )%
plot2d: some values were clipped.

(%ta)

xh2+1
S 2 N W s o~

4 3 21 01 2 3 4

X

Se pueden incluir en un mismo gréafico la representacion de dos funciones, como se
puede ver a continuacién. Para hacerlo, hay que simplemente escribir en
“Expresion(es)” los simbolos de las dos funciones, separadas por una coma.
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(%619 wixplot2d([f(x],90)], [x,-4,4]1,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid; "], [egend, "f(:)", "g(x)"], [style, [ines, 211 0%

60

(96t9)

Las funciones definidas a intervalos también se pueden representar graficamente. Por
ejemplo, si se quiere obtener la representacion grafica de la funcion definida por:

2x+1  six<0

V1+x%, six>0

Primero hay que definir las expresiones de la funcion en cada uno de los intervalos, a
continuacion establecer cada una de las expresiones asociadas al intervalo
correspondiente y finalmente ejecutar la instruccion de representacion gréfica tal como
se ha indicado. Asi, en este caso, seria:

Fl(X) =

(%il) fi(x):=2%x+15

f2(x):=sqrt(1+x"2)5

F1(x):= if x<0 then fi(x) ele f2(x);
(%03) F1(x):=if x<0 then fi(x) else f2(x)

Y ahora ya se puede obtener la representacion grafica:

(U"(DH) prlot2d([Fl(x)], [XJ_6J6] ' [YJ '6.1 6].1
[gruplot_preamble, "set size ratio 1; set grid; "], [egend, "F1i)"], [style, [ines, 2, 211, [vlabel, "] 13
plotzd: some values were dipped.

(2%t4)
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Si se considera la funcion definida por:

x/2

e"’, x<0
G,(x) =<1+xlog(x/2), 0<x<2
e”, X>2

Entonces:

(%i5) gl(x):=exp(x/2)5

g2(x):=1+x%lbg(x/2)s

g3(x):=exp(2-x)5

G1(x):= if x<=0then gi{x) elke (if x<=2 then g2(x) else g3{x));
(%008) G1(x):=if x=0 then gl(x) ele if x<2 then g2(x) else g3(x)

(96i9) woeplot2d([G10:)], [x,-6,6] , [legend, "G10)"], [style, [lines, 2, 311, [vlabel, " 11%

1 : . - .
09
08
0.7
086
05
(%) 04 ¢
03
02
0.1

. (%0107 wxplot2d([G10x0], [x,-6,6], [v, 0, 1.4],
[gruplot_preamble, "set size ratio 1; set grid; "], [style, [ines, 2, 117, [ylabel, ™7 3%

1.4
1.2

1
0.8
0.6
04
02

0

(%t10)
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Para la representacion grafica de curvas planas dadas por una ecuacion, es necesario
utilizar la instruccion draw2d, tal y como se puede ver a continuacion. Para més detalles
sobre las opciones, consulte el manual del programa.

Representacion grafica de la circunferencia de centro el origen y radio unidad:

(%9 load(draw)s

wxdraw2d(

grid = true, lne_type = solid, line_width = 2, color = blue,
implicit{x~2+y"~2-1=0, %, -3.0,3.0, v, -2,2)
);
2
1.5
1 -
8.5

(%6t50) o7

=3 -2 -1 a 1 2 3

(%o50) [ gr2d(implicit)]

Representacion grafica de la circunferencia de centro el punto (2,3) y radio 2:

(%0i39) load(draw)s
wxdraw2d(

grid = true, line_type = solid, line_width = 2, color = red,
implicit( (x-23"2+(y-3)"2-4=0, x, -1,5, v, 0,6)
)i
6
5 -
4 -

(vt40)| 3

-1 2] 1 2 3 4 ]

(%0040) [ gr2d(implicit) ]
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Como se puede ver, la representacion graficase hace por defecto enun formato
que puede parecer extrafio, ya que la escala de los ejes no es la misma'y la curva puede
aparecer deformada. Para corregir este efecto se puede copiar la grafica haciendo
clicconel raton sobre lagraficay pulsandola opcion de copiarla imagen, una
vez copiada Yy pegadaen un documento, se puede conseguir una escala que permita
una visualizacién mas adecuada, como se puede ver con la circunferencia anterior.

Representacion grafica de la parabola de ecuacion x = y* 42y +1:

(%0i47) load(draw)s
wixdraw2d(
grid = trug,  line_type = solid, lne_width = 2, color = green,
implicit(y ™2+ 2%y +1-x=0, %, -1,5, v, -4,2)

[y
Ly

(%6t48)| L[

=3 I

-4

=1 a 1 2 3 4 ]

(%o048) [ gr2d(implict) ]
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06-3.- Limites de funciones. Calculo y propiedades

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_06-3.wxm.

Recordemos la definicion de limite de una funcién en un punto. Si f:ACR—R vy
a€ Res un punto de acumulacién del conjunto A, se dice que Lell és el limite de la
funcion f en el punto ae R, si cualquiera que sea ¢ >0 existe & >0 tal que siempre

que xeA y O<|x—al<s, entonces se cumple |f(X)—L|<e&. Notacion:
L=limf(x) o bien L=Ilimf. Si en la definicion se substituye la condicion

0< |x—a| <O por a<x<a+d, entonces se tienen el limite lateral por la derecha de la

funcion en el punto y si se substituye por a— o < x < a entonces se tiene el limite lateral
per la izquierda. El limite de una funcion en un punto existe si y sélo si, los limites
laterales existen y son iguales.

El célculo del limite de una funcién en un punto se lleva a cabo con el mend
“Analisis/Calcular limite”. Cuando se aplica esta opcidn, se abre el cuadro de didlogo de
la Figura 06-5. En este cuadro de didlogo hay que especificar:

o lareferencia de la funcion o su expresion analitica;

o lavariable;

e el punto en el que se quiere calcular el limite de la funcion; hay una opcion

designada “Especial” en la que se puede indicar el nimero =, el nimero e, el

infinito o el menos infinito;
« si el limite se quiere en el punto (“ambos lados”) o lateral (izquierda o derecha).

x

Expresidn: |='5'

Variable: I:-c
Punto: I 0 Especial |
Direccidn: I ambos lados j

[ Serie de Taylor

| Arceptar I Cancelar

Figura 06-5. Cuadro de dialogo para calcular el limite de una funcion en un punto.
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Por ejemplo, si se consideran las funciones
f,(x)=sin(x); f,(x)=1+log(x+1)

planteamos el calculo del limite de la funcion f2 en el punto a =1 asi como los limites
laterales:

(%il) f1{x):=sin(x)5 f2(x):=1+log(x+1)5
Li=limit(f2(x), », 1);
L2=lmit(f2(x), x, 1, minus);
L3=lmit(f2(x), x, 1, plus);
(%03) L1=log(2)+1
(%04) L2=log(2)+1
(%05) L3=log(2)+1

Si se quiere una salida mas completa, hay que indicar a wxMaxima que escriba el limite
que se quiere calcular, el signo"=" y a continuacion la instruccion de célculo del
limite. Asi, en el caso anterior el procedimiento seria:

(%I ) limnit(f20x), =, Di=lmit(f2(x), =, 1)
it f2(), =, 1, minus)=imit(f20<), =, 1, minus);
Nt 200, =, 1, plus)=limit(f2(x), =, 1, pls);
(%0i) lm loglz+ 1L+ 1=logl2)+1

=1
(%07) lm loglx+1)+1=log(2)+1
H—=1-
(%02) lim loglx+1)+1=log(2)+1
=1+

Consideremos ahora la funcion definida a intervalos por:

sin(x), si x<0
Fl(x) = .

1+log(x+1), si x>0
y planteamos el célculo del limite lateral por la izquierda en el punto a=0; la sintaxis
que en primera instancia utilizariamos es:

(%09) Fil:) = if <=0 then f1(x) else f20x]; limitiF 100, %, O, minus)=limit(F10x3, =, 0, minus,
(%009 F1(x):=if =<0 then f1(x) else f2(x)
(%ol0) fm (if x=0 then fi(x) elze f2(x0= lim if =<0 then fl(x) else f2(x)

¥—=0- K—0-

que, como se puede ver, no dael resultado deseado. Esto es porque en este tipo de
funciones hay que escribir el simbolo de cada una de las expresiones analiticas que se
utilizan en la definicion de la funcion definida en intervalos.

16 Tema 6: Funciones reales de variable real. Representacion grafica. Limites i continuidad



Por lo tanto, la sintaxis correcta es:

(%11} ittt 10, x, O, minus)=imit(f10x), =, O, minus);
it 20, =, 0, plus)=limit(f2(x), =, 0, plus);
(%ol11) lim sin(x)=0
H—=0-

(%0012) lim loglx+1)+1=1
=0+

La representacion grafica que ilustra esta situacion obtenida en wxMaxima es:
(%i12) weplotzd([F10:0], [x,-2,2],

[gnuplot_prearble, "set grid;"] , [viabel, "], [legend, "F10:)"], [stvle, [ines, 2]] %
25
2 |
15
1
05

0
0.5 ¢t

F1(x)

(%t13)

Consideremos ahora la funcion definida por:

f3(x)=m, x#0
X

El punto a=0 no es del campo de existencia de esta funcion, pero es un punto de
acumulacion de este conjunto. Por lo tanto, tiene sentido calcular el limite de la funcién
en este punto:

(%aild) f200=(abs(x))5;
(%o 14) f3(:><):=|i—|
- (%0i15) Tmitf20:), =, D=imit(f30<), =, 1

l
(%015) lim —=1
K-> 1
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(%0i1e) Tmit(f20:), =, O)=limit(f20<), =, 07,

ki
(%ols) lim U= und

¥==0

La respuesta "und"”, que es una abreviatura de "undefined" significa que el limite no
existe. No obstante, podemos plantear el calculo de los limites laterales en este punto y
observar que son diferentes. La grafica de la funcion se representa con la salida que
da wxMaxima.

(%617 limit(f20<), %, 0, minus)=imit(f2(x), =, 0, minus);

[«

(%ol?] lim —=-1
¥-x0-

(%%i18) Tmit(f20<), =, 0, plus)=limit(f30<), =, 0, plus);

x|

(%018) lm —=1

¥-=0+

. (90i19) wxplot2d([F20:0], [x,-2,2], [v, -2, 2], [¥abel, "7, [egend, "f300"], [stvle, [lines, 2]],
[gnuplot_preamble, “set grid;"] 13
plot2d; expression evaluates to non-numeric valle somewhere in plottng range.

2
15
1
0.5
0
(%419 05 |
-1
1.5 ¢
2

B(x)

-2 1.5 A 0.5 0 0.5 1 1.5 2

Un comentario adicional sobre calculo de limites de funciones: se pueden calcular
limites de funciones con parametros en su expresion analitica y también en un punto
genérico o arbitrario, tal como se muestra a continuacion:

(%200 f210 =0 +A 2487,
(%0207 F21{x )= (x +A) (% +B)
(%i21) imit(f210:), =, L=hmit(f210:), =, 17;
(96021) im (A4+x)(B+x2)=(A+1)1B+A+1

K-=1
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(%iz2) Nt 2100, =, a)=hmit(f21(=), =, a);
(%0221 im (B+x)(B+x)=(A+a)B+a” A +a”

H-=a

Limites infinitos. Como sabemos, el limite de una funcion en un punto se generaliza a
valores del limite de la recta real ampliada, es decir, limites infinitos. En el ejemplo
siguiente se muestra la respuesta del programa en este caso:

(%il) f10=1/x-10"2;
(%ol fl(x):=

(- 1)°
(%i2) lirnit(f L0, =, D=lmit(fi(=), =, 1;

(%o2) lim .
w—100-1)

=D

Puede que en un caso la respuesta sea que el limite no existe, pero si que exista uno de
los limites laterales y sea infinito, como se puede ver en el ejemplo siguiente:

(%2 limit(logix), =, O=limitlog(x), =, O
lirnit(log (), =, 0, plus)=limitlog(:), =, 0, plus];
(%003) lim log(=)=infinity
=0
(%od) lim log(x)=-cw
=0+

Recordemos que cuando una funcién tiene limite infinito o alguno de los limites
laterales infinitos en un punto a, la recta de ecuacion x=a se dice que es una asintota
vertical de la grafica de la funcion.

En ocasiones la respuesta del programa puede resultar sorprendente, pero en ningun
caso debe ser ser engafiosa en su interpretacion. Tal es el caso de la funcién
f(x)=1/x, x#0 en el origen:

(%lS) f20x =1/,

1
(%005 f2(>c:j:=;
(%) Nimit(f20x), x, M=imit(f20x), =, 07;
1
(%ot lim ;=ir‘|ﬁr‘|it\f

¥-=0
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(%i7 ) limit(f20x), =, 0, plus)=lmit(f2(=), =, 0, plus);
1
(%07) lim —=cm
¥=-=0+
(%2 lirnit(f20x), =, 0, minus)=limit(f2(<), =, 0, minus);

1
(%081 lim —=-w
¥-x0-

Limites en el infinito. Los limites en 40 y en —oo se calculan con una sintaxis
parecida a la de la instruccion de calculo del limite de una funcién, especificando “inf”
y “minf”, respectivamente; por ejemplo:

(%9 limit{exp(x), x, minf)=limitexp(x), =, minf);
limitfexp (), =, inf)=lmit{expx), %, inf);
(%09) lim %e®=0
H— -
(%0107 lim %e” =
H—o
(%11 Nirmit] 2-exp (-2, =, minf)=lmit{ 2-expl-x), =, minf);
lirrit] 2-exp(-x), =, inf)=limit 2-expi-x), =, inf);
(%011) fim 2-%e ™ =-cw
H—-
(%0127 lim 2-%e =2

H— oo

Como se puede ver, en algunos casos uno de estos limites puede ser también infinito.
Cuando el limite en el infinito da un valor finito L, la recta de ecuacion y =L se dice

que es una asintota horizontal de la grafica de la funcién, que lo sera en el lado de la
recta real correspondiente.

Hay funciones que tienen limites finitos en ambos casos del infinito de la recta real,
como por ejemplo la funcion definida por:

gl(X) =1+

1+ X2

(%6130 gl =1+1/{1+x"27;
(%ol glix)=1+

1+%%
(%) lirmit{glx), =, minf)=limit{glix), =, minf);

(%ol4) lim +1=1

K- -oo

¥=+1
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(%0i1S) limit{gl(x:), =, infi=limit{gl(=), =, inf);

(%0015) lim

W=Fo

+1=1
¥e+1

Finalmente, el limite en el infinito se puede aplicar al célculo de las asintotas oblicuas
de una funcion, que como se sabe son rectas que cumplen la condicion

lim( f (x) - (mx+b))=0

El calculo de los coeficientes de la asintota se lleva a cabo mediante las expresiones:

m:Ii(xr)n%; b:IiLn(f(x)—mx)

. . , L 1
Calculamos, por ejemplo, la asintota oblicua de la funcién f(x)=x+—, x#0:
X

(%0ilS) g2(x)i=x+1/x;
mi=midimit{g2(x)/x, x, minf);
m2=m2:limit{g2(:)/x, x, inf);

1
(%0ls) g2ix) == +;

(%ol7)ml=1

(%018) m2=1
(%%0i19) bl=b1:limit((g2(x)-m1*), =, mint);

bz=bz:limit{{g2(=)-m2*x), =, inf);

(%019) b1=0

(%020 b2=0
(%%i21) wixh=ml*¥+bl; “y=y(x),
(%o2l) yvix)li=mlx+bl

(%022) y=x

La representacion grafica que da wxMaxima de la grafica de esta funciénes la que
se puede ver a continuacion.
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(%i23) wxplotzd([g2(x),y(x]], [x,-6,6], [v,-6,6], [egend, "g2(x)", "y(x)"], [style, [ines, 2]],
[gnuplot_preamble, "set grid;"]

3

plot2d: exprassion evaluates to non-numeric valle somewhere in ploting rangs.
plotzd: some values were clipped,

(%6t23)

6

4 |

g2(x)
Yy

22

Tema 6: Funciones reales de variable real. Representacion grafica. Limites i continuidad



06-4.- Funciones continuas. Estudio de la continuidad

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_06-4.wxm.

Recordemos la definicion de funcion continua en un punto. Si f:ACR—R y aecA
es un punto no aislado, se dice que la funcién es continua en este punto si se cumple la
condicion lim f(x) = f (a). Esta definicion implica que

X—a

« el limite de la funcion en el punto existe y es finito;
« el limite de la funcion en el punto es igual a la imagen del punto por la funcién.

Si una funcién no es continua en un punto se dice que es discontinua. Las

discontinuidades se clasifican en:

« discontinuidad evitable: si el limite existe pero es diferente de la imagen;

o discontinuidad de salto: si los limites laterales existen, son finitos y diferentes;

o discontinuidad esencial: cuando uno de los limites laterales o los dos no existen o
no son finitos.

El estudio de la continuidad se llevara a cabo aplicando los criterios de continuidad de
funciones y, en todo caso, ayudandose o completando el estudio con unos céalculos de
limites o representaciones graficas. No hay ninguna instruccion de wxMaxima que dé
una respuesta a una posible pregunta sobre la continuidad de una funcién en un punto.

« Ejemplo de discontinuidad evitable: la funcion definida por

£ (x) = exp(x), six=0
(X)_{Z, six=0

La grafica se puede ver en la figura 06-6. Es inmediato verificar que se cumple:

lim f(x) = lim f(x)=lim f () =1 f (0) =2

8.00~

6.00 -

 — n
PAvAv)

-2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00

Figura 06-6. llustracion de la discontinuidad evitable
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o Ejemplo de discontinuidad de salto: la funcion definida por

X2, six<0
f)=1,_
X“+2, six>0

En wxMaxima la funcion se define mediante:

(%il) fllxi=x"2;  f20)=x"2+2, flx )= if =<0 then f1(x) else f20x);
(%01) F1(x):= %7

(%02) F2(x):=x7 +2

(%003) fix):=if x<0 then fl{x) ke f2(x)

La representacion gréfica de la funcion se puede obtener en wxMaxima:

(%id ) weeplot2d([Fl0], [%,-3,3], [v,-2,12], [ylabel, ™7, [stvle, [ines, 211, [gnuplot_preamble, "set grid;"])

(9%t4)

Es inmediato verificar que se cumple:
Iir(r)l_ f(x)=0; Iir(r)1 f(x)=2

« Ejemplo de discontinuidad esencial: la funcién definida por

f(x)=

X%, six<0
sin(l/x), six>0

En wxMaxima la funcion se define mediante:
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(%i5) f3(x):=sin(1/x); g(x):= if x<=0 then f1(x) eke f3(x);
(1)
(%05) f3(x):= sin!;.
(%006) g(x):=if x<0 then fi(x) else f3(x)
La representacion grafica de la funcion se puede obtener en wxMaxima:

(%i7) wxplot2d{[g(x)], [x,-1,1], [y,-1.5,15], [vlabel, "], [style, [ines, 2]],
[gruplot_preamble, "set grid;"] %

15

1
05
0

Sty
ST

-1

-1.5

-1 0.5 0 0.5 1

Es inmediato verificar que se cumple:

Iir(r)l_f(x)zo; lim f (x) = noexisteix

Xx—0+
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06-5.- Propiedades de las funciones continuas. Aplicaciones

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_06-5.wxm.

Las propiedades mas importantes de las funciones continuas en un intervalo cerrado
son:

e el teorema de Bolzano;

o el teorema de los valores intermedios;

o el teorema del maximo y del minimo;

o el teorema de Weierstrass.

El teorema de Bolzano permite afirmar la existencia de al menos unaraiz o cero de
una funcién continua en un intervalo cerrado, si la funcion tiene signo diferente en los
extremos. Este teorema permite calcular raices de ecuaciones que con la instruccion
"solve" no se pueden determinar. Por ejemplo, se plantea calcular las raices de la
ecuacion

exp(—x)—x=0

En primer lugar se define la funcién f(x)=e*—x, xe€R. Observemos que esta

funcion es continua en su campo de existencia. Ahora se plantea resolver la ecuacion
f(x)=0:

(%il) f(x):=exp(-x)-x; Eql:f(x)=0;
solve([Eq01], [x]);
(%01) F(x):=exp(-x)-xX
(%02) %e™-x=0

(%03) []

Evidentemente se observa un problema: wxMaxima no da ninguna respuestay, por
tanto, hay que buscar una alternativa. Esta pasa por observar que la funcion cambia de
signoen el intervalo cerrado [-3,3],tal y como se puede ver en lagrafica que se
obtiene en wxMaxima:
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(%) weeplot2d([F(x)], [x,-3,3], [vlabel, "], [stle, [ines, 2]], [onuplot_preamble, "set grid;"] 13
25

20
15

10
(%t4)

Se puede "afinar mas" y afirmar que la funcién cambia de signo en el intervalo [0,1],
centrando la representacion grafica en este intervalo:

(%05 weeplot2d([F=0], [x,0,1], [ylabel, "', [ste, [ines, 2]], [gnuplot_prearble, "set grid;"] 13

1
08
06
04 t
0.2

0
02 L
04 L
06 L
-0.8

(%t5)

0 0.2 0.4 0.6 08 1

Por tanto, en virtud del Teorema de Bolzano, se puede afirmar que hay una solucion
en este intervalo. En el menu "Ecuaciones” hay una opcién "find root" que aplica un
algoritmo numerico de aproximacion de la solucion de una ecuacién o de una funcién
en un intervalo cerrado. En este caso se obtiene:

(%i6) find_root(Eql, %, 0, 2);
(%o6) 0.56714329040978

Hay que tener presente que esta opcion funciona correctamente cuando el intervalo
cerrado que se especifica para encontrar el cero, la funcion tiene sé6lo una raiz, de lo
contrario da la mayor de las raices. Por ejemplo, si se considera la funcion

g(x):xzsin(%j, x>0
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y se observa su grafica en el intervalo [0.05; 0.2], la respuesta de wxMaxima al célculo
de la raiz es un unico resultado, que como se puede ver en el grafico corresponde al
mayor de los ceros de la funcion en ese intervalo :

(%i8) g(x):=x"2%sin(1/x); Eq2:a(x)=0;
find_root(Eq2, x, 0.05, 0.2);

{1}
(%08) g(x):= X2 5in!;,

(1)
(%09) Sin!;,}cz =0

(%010} 0.1591549430919

Asimismo, hay que asegurarse de que la funcién cambia de signo en los extremos del
intervaloen el quese buscael cero, de lo contrario, wxMaxima lo advierte y no
hace ningin célculo. Por ejemplo, si se observala grafica anterior,se ve que la
funcién tiene dos cerosen el intervalo [0.1;0.2], sin embargo, la respuesta de
wxMaxima es:

(%ail1) find_root(Eq2, x, 0.1, 0.2);

find_root: function has same sign at endpoints: f(0.1)=-0.0054402111088937, f(0.2)=-0.03835697098452
-- an errar. To debug this try: debugmode(true);

Si se establece un intervaloen el que hay una Unicaraiz, se obtiene la respuesta
correcta:

' (%i12) find_root(Eq2, x, 0.14, 0.2);
(%012) 0.1591549430919

Representacion grafica de la funcion en [0.05, 0.20]:

. (%i12) weplot2di[glx)], [x,0.05,0.2], [dabel, ™7, [style, [ines, 2]], [gnuplot_preamble, "set grid;"] 13
0.02

0.01

0
-0.01
(t3)| oo |

0.03

0.04

006 008 01 012 014 016 018 02

X
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