
 
 
 

 

Tema 5 
Series numéricas 

 
 
 
 
Objetivos 

1. Definir series con wxMaxima. 
2. Calcular sumas parciales de una serie. 
3. Interpretar la definición de suma de una serie. 
4. Calcular la suma de una serie geométrica. 
5. Calcular la suma de una serie telescópica. 
6. Aplicación práctica de los criterios de convergencia para  series de términos 

positivos. 
7. Aplicación práctica del cálculo del dominio de una serie de potencias. 

 
Contenidos 

05-1.  Definición de serie. Ejemplos.  
05-2.  Series de términos positivos. 
05-3.  Series alternadas. Convergencia absoluta y convergencia condicional. 
05-4.  Series de potencias. 
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05-1.-  Definición de serie. Ejemplos 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-1.wxm.  
 
Si  ( )n n

a
Î

  es una sucesión numérica, se llama suma parcial n-ésima a  

 

1 2 ,n nA a a a n= + + + Î   

 
La sucesión de sumas parciales  ( )n n

A
Î

  se llama serie asociada a la sucesión ( )n n
a

Î
 y 

se acostumbra a designar  
1

n
n

a

 . Si esta sucesión de sumas parciales, es decir la serie, 

es convergente, su límite se llama suma de la serie y se designa  
1

n
n

a



 .  

 
Para definir una serie numérica con wxMaxima hay que utilizar una letra de índice 
diferente en la sucesión inicial y en la sucesión de sumas parciales. 
 
 
Ejemplo 05-1.1. Veamos la definición de una serie con wxMaxima. La serie numérica 

es 
2

1

1

1n n  . Obsérvese que hay que utilizar un índice de suma diferente para la 

sucesión y para las sumas parciales: 
 

 

 

 
Se pueden obtener los primeros términos de la sucesión de sumas parciales: 
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También se pueden obtener términos cualesquiera de la sucesión de sumas parciales: 
 

 

 
Obsérvese el poco interés que tiene la respuesta en los casos de las salidas (%o6), (%o8) 
y (%o10). 
  
La suma de la serie no se puede calcular de forma similar al límite de una sucesión. Así,  
si se escribe en el programa el cálculo del límite se obtiene el resultado: 
 

 
 
Se podría pensar que la instrucción a aplicar es la que podría calcular la “suma infinita”, 
es decir: 
 

 
El resultado muestra claramente que esto no es así y que el programa no hace ningún 
cálculo. Por lo tanto, habrá que aplicar otras metodologías para calcular la suma de una 
serie, en el caso en que esto sea posible, es decir, cuando la serie es convergente y se 
conoce una expresión de su suma. 
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La condición necesaria de convergencia establece que para que una serie 
1

n
n

a

  pueda 

ser convergente, la sucesión inicial ha de ser un infinitésimo y en cas de no ser lo, la 
serie es divergente. Veamos un ejemplo. 
 
 
Ejemplo 05-1.2.- Si se considera la sucesión con  ( 1)n

na   , se ve inmediatamente que 

la sucesión de sumas parciales no es convergente: 
 

 

 
 
Ejemplo 05-1.3  (La serie geométrica). Si x es un número real cualquiera y se considera 

la sucesión de sus potencias de exponente natural     2

0
1, , ,..., ,...n n

n
x x x x


 , la serie 

asociada a esta sucesión se llama serie geométrica. Esta serie es convergente si y sólo si, 

se cumple  1x   y la suma de la serie es  
1

1
X

x



.  

En efecto: 
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Por ejemplo, si 
1

2
x   la serie geométrica es convergente: 

 

 

 

 

 

 
Si la suma comienza en un número 0 0n  , para calcular la suma de la serie geométrica 

hay que “descontar” los primeros 0n  términos; por ejemplo: 
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Ejemplo 05-1.4  (Series telescópicas). Se llama serie telescópica a la asociada a la 
sucesión de diferencias de una sucesión numérica, es decir, la serie 

1
n

n

a

   si  

1n n na b b   . Si la sucesión   nb  es convergente, la serie telescópica es convergente y 

su suma es: 

 1 1
1

limn n
n

a b b





   

Así, por ejemplo, la serie 
1

1

( 1)n n n    es telescópica, ya que  
1 1 1

( 1) 1n n n n
 

 
. Dado 

que 
1

lim 0
1n

    
, la serie telescópica es convergente. Veamos los cálculos con 

wxMaxima: 
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05-2.-  Series de términos positivos 
 
Una serie numérica 

1
n

n

a

  se llama de términos positivos si se cumple 0na  , para todo 

1n  . En este caso, la sucesión de sumas parciales es monótona creciente y, por lo 
tanto, la serie es convergente si la sucesión de sumas parciales es acotada 
superiormente. 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-2.wxm.  
 
 
Ejemplo 05-2.1 (La serie armónica). Un ejemplo muy conocido de serie de términos 

positivos es la llamada serie armónica  
1

1

n n
  que, aunque la sucesión base es un 

infinitésimo, resulta que es divergente. Veamos algunos cálculos con wxMaxima: 
 

 
 
Una forma de obtener una cierta aproximación de la suma, caso de ser acotada, es 
calcular algunos términos con índice “grande” de la sucesión de sumas parciales; por 
ejemplo: 
 

 
Esta respuesta, tal como se ha visto en el apartado anterior, no es nada fácil de 
interpretar numéricamente; parece pues que hay que pedir al programa que nos dé la 
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representación decimal de estas sumas parciales. Aprovechamos para incrementar 
sensiblemente el índice: 
 

 
Como hay una diferencia significativa entre estos resultados, calculamos un par más: 
 

 
Esto no da información concluyente en este caso; sólo se puede intuir que la suma es 
cada vez más grande y que no parece estabilizarse. Más adelante veremos casos en que 
sí podremos sacar conclusiones más precisas. Finalmente, sólo nos queda ilustrar el 
resultado ya conocido: que la suma de la serie armónica no es finita, es decir: 
 

 
 

Las series de términos positivos 
1

1
p

n n
  se llaman harmónicos generales o de Riemann. 

Estas series son convergentes si y sólo si, se cumple 1p  . Por ejemplo si 2p   
resulta: 
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Por lo tanto, dado que la serie es convergente, se puede afirmar que la suma de la serie 
es aproximadamente -41.6448 10 . 
 
 
Ejemplo 05-2.2 (Criterio de la raíz o de Cauchy). Si  

1
n

n

a

  es una serie de términos 

positivos, este criterio se basa en el cálculo del límite 
 

 1/
lim

n

A n
n

L a


  

 
Si se cumple  0 1AL  , la serie es convergente, si 1AL   la serie es divergente y si 
vale 1 no se puede concluir nada por aplicación de este criterio. Consideremos la serie 
numérica  
 

1 2 1

n

n

n

n

 
  

  

 
La introduciremos en el programa wxMaxima y calcularemos el límite que establece el 
criterio de la raíz: 
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Con este resultado se puede concluir que la serie es convergente. 
 
 
Ejemplo 05-2.3 (Criterio del cociente o de D’Alembert). Si  

1
n

n

a

  es una serie de 

términos positivos, este criterio se basa en el cálculo del límite 
 

1lim n
Q

n
n

a
L

a



  

 
Si se cumple  0 1QL  , la serie es convergente, si 1QL   la serie es divergente y si 

vale 1 no se puede concluir nada por aplicación de este criterio. Consideremos la serie 
numérica 
 

1 2 1

n

n

n

n

 
  

  

 
La introduciremos en el programa wxMaxima y calcularemos el límite que establece el 
criterio. Obtenemos: 
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Por lo tanto, la serie es convergente. Obsérvese que el cálculo de este límite sin la ayuda 
del programa no es sencillo. A título de comprobación de lo que se ha dicho sobre este 
criterio, apliquémoslo a las series armónicas vistas en el Ejemplo 05-2.1: en el primer 
caso resulta 
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En el segundo caso, resulta: 
 

 
Obsérvese, pues, que el resultado obtenido es el mismo todo y que las series tienen 
diferente carácter (la primera es convergente y la segunda divergente). 
 
 
Ejemplo 05-2.4 (La serie exponencial). El número e se puede definir como suma de una 
serie de términos positivos: 

0

1

!n

e
n





  

 
La implementación de los cálculos con wxMaxima es la siguiente: 
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Sabiendo que la serie es convergente, calcularemos un par de sumas “grandes” y 
compararemos los resultados: 
 

 
Con esta información, se puede escribir la aproximación del número e: 
 

142.718281828459046 10e   . 
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05-3.-  Series alternadas. Convergencia absoluta y convergencia 
condicional 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-3.wxm.  
 
Si 0na  , se llaman series alternadas las que tienen la forma 

 

1

( 1)n
n

n

a


   ;   1

1

( 1)n
n

n

a



  

 
En wxMaxima se puede ver esta definición de la forma siguiente; de la primera: 
 

 
Y ahora de la segunda: 
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En el primer caso, las sumas parciales de índice par forman una sucesión monótona 
decreciente y las de índice impar una sucesión monótona creciente. En el segundo caso, 
la situación es justamente la contraria. El criterio de convergencia que se aplica en el 
caso de las series alternadas es el llamado criterio de Leibniz, según el cual si la 
sucesión ( )na  es un infinitésimo y monótona decreciente, entonces las series alternadas 

definidas antes son convergentes.  
 
Veamos un ejemplo. 
 

Ejemplo 05-3.1.  Se consideran la serie alternada 
1

1
( 1)n

n n

 . Se trata de una serie 

convergente, ya que la sucesión 
1

n
 
 
 

 cumple las condiciones del criterio de Leibniz. 

Definimos la serie con wxMaxima: 
 

 

 

 

 
Ahora vemos las primeras sumas parciales de índice par y de índice impar: 
 

 

 
Para poder estudiar la monotonía, sería mejor tener los valores numéricos de estas 
sumas parciales: 
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Se puede intuir que las sumas parciales de índice par forman una sucesión monótona 
decreciente y las de índice impar una sucesión monótona creciente. Como es conocido, 
se puede determinar un intervalo en el que haya la suma de la serie, calculando sumas 
parciales de orden superior.  
 
Comenzaremos por obtener unas cuantas sumas parciales de índice par y después otras 
de índice impar: 
 

 
Por lo tanto, se puede afirmar que la suma de la serie se encuentra en el intervalo  

 0.693, 0.692  . 

 
 
Convergencia absoluta.- La convergencia absoluta de una serie numérica 

1
n

n

a

  hace 

referencia a la convergencia de la serie de términos positivos  
1

n
n

a

 , verificándose que 

la convergencia absoluta implica la convergencia (ordinaria).  
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El recíproco no es cierto y puede ser que una serie 
1

n
n

a

  sea convergente no lo sea 

absolutamente; en este caso se dice que la serie es condicionalmente convergente. Por 
ejemplo, la serie estudiada en el Ejemplo 05-3.1 es condicionalmente convergente. 
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05-4.-  Series de potencias 
 
Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-4.wxm.  
 
Si  na  es una sucesión numérica, xÎ es un número real cualquiera y 0x Î es un 

número real fijo, se llama serie de potencias centrada en 0x  a la serie 0
0

( )n
n

n

a x x


 . Si 

0 0x   la serie 
0

n
n

n

a x

  se llama centrada en el origen, que acostumbra a ser el caso más 

frecuente. 
 
El carácter de una serie de potencias depende de la sucesión  na  y del número xÎ , 

de la siguiente manera:  si se designa por  
1/

lim
n

n
n

L a


  se cumple 

 
 Si  0L    la serie es convergente para todo xÎ ; 
 Si  L     la serie es convergente sólo si  0x  ; 
 Si  0 L     la serie es absolutamente convergente en el intervalo 

 0 0,x R x R  , siendo  1/R L . 

 
El número real  R > 0  se llama radio de convergencia de la serie de potencias. En los 
puntos 0 0,x x R x x R     hay que estudiar la convergencia de la serie numérica 

correspondiente. El conjunto de puntos en los que la serie es convergente se llama 
dominio de convergencia. Cabe decir que en ocasiones se puede calcular más fácilmente 

el límite 1lim n

n

a
L

a
 ; si este límite existe, entonces coincide con 

1/
lim

n

n
n

a


. Definición 

de una serie de potencias centrada en 0x  con wxMaxima: 
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Definición de una serie de potencias centrada en el origen con wxMaxima: 
 

 

 

 

 

 
 

Ejemplo 05-4.1.  Se considera la serie de potencias  
0

1

!
n

n

x
n

 . En primer lugar la 

definiremos con wxMaxima: 
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Ahora determinaremos su dominio de convergencia:   
 

 
Por lo tanto, la serie es absolutamente convergente para todo número real (radio de 
convergencia infinito). 
 
 

Ejemplo 05-4.2.  Se considera la serie de potencias  
0

! n

n

n x

 . En primer lugar la 

definiremos con wxMaxima: 
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Ahora determinaremos su dominio de convergencia:   
 

 

 
 
Por lo tanto, la serie es convergente únicamente en el origen (radio de convergencia 
nulo). 
 

Ejemplo 05-4.3.  Se considera la serie de potencias  
0

1 n

n

x
n

 :  

 

 

 

 

 
 
Ahora determinaremos su dominio de convergencia:   
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Por lo tanto, la serie es absolutamente convergente en el intervalo  1,1 . En los puntos 

1, 1x x    las series numéricas correspondientes son divergentes. 
 
 

Ejemplo 05-4.4.  Se considera la serie de potencias  2
0

1 n

n

x
n

 . En primer lugar la 

definiremos con wxMaxima y finalmente determinaremos su dominio de convergencia: 
 

 

 

 

 

 
Por lo tanto, la serie es absolutamente convergente en el intervalo  1,1 . En los puntos 

1, 1x x    las series numéricas correspondientes son convergentes. En definitiva, el 

dominio de convergencia de la serie es el intervalo  1,1 . 

 


