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05-1.- Definicion de serie. Ejemplos

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-1.wxm.

Si (a, )neN es una sucesion numerica, se llama suma parcial n-esima a
A=a+a,+--+a,neN

La sucesion de sumas parciales (A )  se llama serie asociada a la sucesion (a,) 'y

neN
se acostumbra a designar Zan . Si esta sucesion de sumas parciales, es decir la serie,

nx>1

+00
es convergente, su limite se llama suma de la serie y se designa Z a, .
n=1

Para definir una serie numerica con wxMaxima hay que utilizar una letra de indice
diferente en la sucesion inicial y en la sucesion de sumas parciales.

Ejemplo 05-1.1. Veamos la definicion de una serie con wxMaxima. La serie numérica

1 . - o .
es Z vk Obsérvese que hay que utilizar un indice de suma diferente para la

=t N7+
sucesion y para las sumas parciales:

(%il) a[k]:=1/(k"2+1);

Y%ol) a,:=
(%01) 3 ke+1

(%i2) makelst(a[k], k, 1, 10):
111111111 1
(%02) [-, o= =i o ]
(%i3) S[n]:=sum(a[k], k, 1, n);
n

(%03) 5, := E ay

k=1
Se pueden obtener los primeros términos de la sucesion de sumas parciales:

(%i4) makelst(S[n], n, 1, 5);

1 7 4 73 1883
(%04) 517072527370

(%i5) makelist(S[n], n, 1, 5), numer;
(%05) [0.5,0.7,0.8,0.85882352941176, 0.8972850678733 ]
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También se pueden obtener términos cualesquiera de la sucesion de sumas parciales:

(%i6) 'S[20] = 5[20]; '5[20] = 5[20], numer;
127830875459401159721369
124364894551971407543105

(%07) 55;,=1.027941815252917
(%i8) 'S[50] = 5[50]; 'S[50] = 5[50], numer;
2985501955349657655368868340886527607468223781558551467442494587447100559735
2824838418959566753968474610841248359818030181533374734078775452647631957434

(%009) S5,=1.056875301366535

. (%i10) 'S[100] = S[100]; 'S5[100] = 5[100], numer;
7830385347070974244933847469729[129 digits]391678070358329582695950979153
7340359038271153602151391138846[129 digits]489155184000258256242931637125
(%e011) Sy p=1.066724209152409

(D!{CIDB] SSD =

(DfrCIDlD] Sll:ll:l =

Obsérvese el poco interés que tiene la respuesta en los casos de las salidas (%06), (%08)
y (%010).

La suma de la serie no se puede calcular de forma similar al limite de una sucesion. Asi,
si se escribe en el programa el calculo del limite se obtiene el resultado:

© (%i12) mit(S[n], n, inf);
n

1

(%012) lm
n-=uowm
k=1

kZ+1

Se podria pensar que la instruccion a aplicar es la que podria calcular la “suma infinita”,
es decir:

© (%i13) S=sum(a[k], k, 1, inf);

=
1
k?+1
k=1

(%013) 5=

El resultado muestra claramente que esto no es asi y que el programa no hace ningin
calculo. Por lo tanto, habréa que aplicar otras metodologias para calcular la suma de una
serie, en el caso en que esto sea posible, es decir, cuando la serie es convergente y se
conoce una expresion de su suma.
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La condicién necesaria de convergencia establece que para que una serie Zan pueda

n>1
ser convergente, la sucesion inicial ha de ser un infinitésimo y en cas de no ser lo, la
serie es divergente. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 05-1.2.- Si se considera la sucesion con a, = (-1)", se ve inmediatamente que
la sucesidn de sumas parciales no es convergente:

(%il) a[k]:=(-1)"k; makelist(alk], k, 0, 10);
(%o1) ay :=(-1)¢
(%02) [1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1]

(%i3) S[n]:=sum(alk], k, 0, n); makelist(S[n], n, 1, 10);
n

(%03) S := > ay

k=0
(%o04) [0,1,0,1,0,1,0,1,0,1]

Ejemplo 05-1.3 (La serie geométrica). Si x es un nimero real cualquiera y se considera
la sucesidn de sus potencias de exponente natural (x”)n>0 :(1,x, G x”,...), la serie

asociada a esta sucesion se llama serie geométrica. Esta serie es convergente si y solo si,

se cumple |x| <1y lasumade laseriees X = T
—X

En efecto:

(%il) a[k]:=x"k;

(%e01) a, .= xK

(%0i2) makelist(alk], k, 0, 10);

(%02) [lFxez,x3,x4Fx5Fx'a;x?;xg;xg;xw]
(%i3) S[n]:=sumf(alk], k, 0, n);

n

(%03) S := E ay

k=0
(%) sumialk], k, 0, inf)=1/(1-x);

E 1
(':'fnﬂ‘l} }{k :E
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. . 1 . .
Por ejemplo, si x = 5 la serie geométrica es convergente:

(%it) a[k]:=(1/2)"k;

Dk
(%e01) ay, :IE)

(%i2) makelst(alk], k, 0, 10);

1111 1 1 1 1 1 1

%02) [1,=,~ = — = T
(%002) [ "2'4'8"16"32 64" 128" 256" 512" 1024]

(%i3) S[n]:=sum(alk], k, 0, n);

n

(%03) S := E ay

k=0
(%i4) makelist(5[n], n, 1, 10);

(%i5) sum(alk], k, 0, inf)=1/{1-1/2);

X

E 1
{'%05] —k=2
2

k=0

Si la suma comienza en un nimero n, >0, para calcular la suma de la serie geométrica
hay que “descontar” los primeros n, términos; por ejemplo:

(%i6) aalk]:=(1/2)"k;

i 1 k
(%e06) aa, :=|E)

(%i7) makelist(aalk], k, 3, 10);
1111 1 1 1 1

(%97) (51157337 51" 125" 355" 513 1o
8"16'32"64"128" 256" 512" 1024

(%i8) sum(aa[k], k, 3, inf)=1/(1-1/2)-((1/2)~0+(1/2)~1+(1/2)"2);

x

E 1 1
('%03] §=;

k=3

6 Tema 5: Series numéricas



Ejemplo 05-1.4 (Series telescépicas). Se llama serie telescOpica a la asociada a la
sucesion de diferencias de una sucesion numérica, es decir, la serie Zan Si

nx1

a,=b, —b,,,. Silasucesion (b,) es convergente, la serie telescopica es convergente y

SuU Ssuma es:

S a,=b,~lim(b,.,)

Asi, por ejemplo, la serie ; (D) es telescopica, ya que n(n1+1) :%— nil' Dado
que Iim(ﬁ)zo, la serie telescdpica es convergente. Veamos los calculos con
wxMaxima:

(%i1) b[kl:=1/k;

(%01) by :=—

k

(%i2) a[k]:=b[k]-b[k+1];

(%e02) ay :=by -by , 4

(%i3) makelst(a[k], k, 1, 10);
11111 1 1 1 1 1
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05-2.- Series de términos positivos

Una serie numérica Zan se llama de téerminos positivos si se cumple a, >0, para todo

n>1
n>1. En este caso, la sucesién de sumas parciales es mondtona creciente y, por lo

tanto, la serie es convergente si la sucesiébn de sumas parciales es acotada
superiormente.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-2.wxm.

Ejemplo 05-2.1 (La serie armdnica). Un ejemplo muy conocido de serie de términos

positivos es la llamada serie armdnica Z— que, aunque la sucesion base es un

n>1

infinitésimo, resulta que es divergente. Veamos algunos calculos con wxMaxima:

(%il) alkl:=1/k;, makelst(alk], k, 1, 10);

1
(%%01) A=
111111111
%02) [1,=,=,==) ===~ —
(D :][ f2f3f4f5f6f?f8fgfln]
(%i3) Alnl:=sum(alk], k, 1, n); makelist(A[n], n, 1, 10);
n
(%003) A, := ay
k=1
3 11 23 137 49 363 761 7129 7381
(%04) [1,2,— —,—,—,———

2" 5 "12" 60 "20" 140" 280" 25207 2520

Una forma de obtener una cierta aproximacion de la suma, caso de ser acotada, es

calcular algunos términos con indice “grande” de la sucesion de sumas parciales; por
ejemplo:

(%ai3) A[20]; A[30]; A[40];
55835135
(%03) ———
15518504
0304682830147
(%06) —————
2329089562800
2078178381193813
485721041551200

(%07)

Esta respuesta, tal como se ha visto en el apartado anterior, no es nada facil de
interpretar numéricamente; parece pues que hay que pedir al programa que nos dé la
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representacion decimal de estas sumas parciales. Aprovechamos para incrementar
sensiblemente el indice:

(%i8) A[1000], numer;
A[10000], numer;
A[20000], numer;

(%008) 7.485470860550343

(%09) 9.787606036044345

(%%010) 10.48072821722932
Como hay una diferencia significativa entre estos resultados, calculamos un par mas:

 (%il1) A[30000], numer;
A[40000], numer;
(%011) 10.88618499211992
(%012) 11.1738628979455

Esto no da informacion concluyente en este caso; sélo se puede intuir que la suma es
cada vez mas grande y que no parece estabilizarse. Mas adelante veremos casos en que
si podremos sacar conclusiones mas precisas. Finalmente, sélo nos queda ilustrar el
resultado ya conocido: que la suma de la serie arménica no es finita, es decir:

- (%i13) sum(alk], k, 1, inf)=+inf;
1

(%013) -

=X

k=1

Las series de términos positivos Z—p se llaman harmoénicos generales o de Riemann.
n

n>1

Estas series son convergentes si y sélo si, se cumple p>1. Por ejemplo si p=2
resulta:

 (%i14) aa[k]:=1/k"2;

1
(%0014) aa : :E
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(%i15) AA[n]:=sum(aalk], k, 1, n); makelist(AA[n], n, 1, 10);
n

(%0015) AA = aay

k=1
3 49 205 5269 5369 266681 1077749 9778141 1963329
f:':',-’bO]_E:I [1.'_.'_.'_.' " ! ! ! r
4" 36 144 356007 36007 176400° 705600 ° 6350400° 1270080
(%il7) AA[1000], numer;
AAT100007, numer;
AA[20000], numer;
(%%017) 1.643934566681561
(%018) 1.644834071848065
(%019) 1.644884068098209

Por lo tanto, dado que la serie es convergente, se puede afirmar que la suma de la serie
es aproximadamente 1.6448+10".

Ejemplo 05-2.2 (Criterio de la raiz o de Cauchy). Si Zan es una serie de términos

nx1

positivos, este criterio se basa en el calculo del limite

LA _ !j_r)g(an )1/n

Si se cumple 0<L, <1, la serie es convergente, si L, >1 la serie es divergente y si

vale 1 no se puede concluir nada por aplicacién de este criterio. Consideremos la serie
numérica

n n
;[Znﬂj

La introduciremos en el programa wxMaxima y calcularemos el limite que establece el
criterio de la raiz:

(%il) alkl:=(k/(2%k+1))"(k); makelist(alk], k, 1, 7);
Ce Ok

oy .:' ]

(%01) & - 2k+1)

1 4 27 256 3125 46656 823543
3725343 65617 161051 " 4826800 ' 170859375

(%02) [
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(%i3) Aln]:=sum(alk], k, 1, n); makelst(Aln], n, 1, 5);

n
(%003} A, := % ay

=1
(%04) [l 7 14716 34379092 5712601442567
Yo - —
’ 3'75'25725' 56260575 ' 9060821864325

(SN I

(%i5) A[1],numer; A2],numer; A[3],numer;
Al4], numer; A[5],numer;
(%05) 0.33333333333333
(%o06) 0.49333333333333
(%07) 0.57205053449951
(%08) 0.61106897681014
(%09) 0.63047276815574

(%il0) Li=lmit((alk])"~(1/k), k, inf);
1
(%010) L1 =

Con este resultado se puede concluir que la serie es convergente.

Ejemplo 05-2.3 (Criterio del cociente o de D’Alembert). Si Zan es una serie de
n>1

términos positivos, este criterio se basa en el calculo del limite

L, = lim 2

n—o a
n

Si se cumple 0<L, <1, la serie es convergente, si L, >1 la serie es divergente y si

vale 1 no se puede concluir nada por aplicacion de este criterio. Consideremos la serie
numerica

n n
;(2n+1]

La introduciremos en el programa wxMaxima y calcularemos el limite que establece el
criterio. Obtenemos:
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(%il) alkl:=(k/(2%k+1))"(k); makelst(alk], k, 1, 5);

L
%01) a3, :=| :
(%01) a L2k+1)
1 4 27 256 3125
{I:l"{:'ﬂzj [:a_aﬁa '
3725 343 6561 161051
(%i3) Alnl:=sum(alk], k, 1, n); makelist(A[n], n, 1, 5);
n
(%003) A, = % ay
k=1
o 1 37 14716 34379092 5712601442347
("':'Gq'j [:f_f ' ' -
3775 253725 53062003575 2060821864325
(%i5) A[1],numer; Al2],numer; A[3],numer;
Al4],numer; A[5],numer;

(%05) 0.33333333333333
(%o06) 0.49333333333333
(%07) 0.57205053449951
(%08) 0.61106897681014
(%09) 0.63047276815574
(%il0) blk]:=alk+1]/a[k]; makelist(b[k], k, 1, 5);

A
(%010) by :=———

a
12 675 87808 20503125 73513995456
25"1372" 177147 " 41229056 ' 15083778125

(%it2) L2=lmit(b[k], k, inf);
1
(%012) L2=~

(%o011) [

Por lo tanto, la serie es convergente. Obséervese que el célculo de este limite sin la ayuda
del programa no es sencillo. A titulo de comprobacion de lo que se ha dicho sobre este
criterio, apliguémoslo a las series armonicas vistas en el Ejemplo 05-2.1: en el primer

caso resulta
- (%i13) aalkl:=1/k"2; c[kl:=aa[k+1]/aalk]; L3=limit{c[k], k, inf);
1
(%0013) aay ::E

g, 4

EIEIk
(%015) L3=1

(%o014) ¢ :=
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En el segundo caso, resulta:
(%il6) aaalkl:=1/k; c[kl:=aaalk+1]/aaalk]; L4=limit{c[k], k, inf);
1
(%016) aaay =T

333 4

aaay
(%018) L4=1

(%017) ¢ :=

Obsérvese, pues, que el resultado obtenido es el mismo todo y que las series tienen
diferente caracter (la primera es convergente y la segunda divergente).

Ejemplo 05-2.4 (La serie exponencial). El nimero e se puede definir como suma de una
serie de términos positivos:

La implementacion de los calculos con wxMaxima es la siguiente:

(%il) e[k]:=1/k!;

1
(%o01) & =1,
(%i2) makelst(e[k], k, 0, 10);

111 1 1 1 1 1 1
(%02) [1,1,7,—,—— ]

(%i3) E[n]:=sum(e[k], k, 0, n);

n

(%03) E,:= E ey

k=0

(%i4) makelst(E[n], n, 0, 5);
3 8 63 163

o —_——_— —
(%04) [1,2,,7, 7 =]

(%i5) makelist(E[n], n, 0, 5), numer;
(%05) [1,2,2.5, 2.660666066606667 ,2.708333333333334, 2.716066066606667 ]
(%i6) sum(1/kL, k, O, inf)=%e;

o

1
(%06) E T Yoe

k=0
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Sabiendo que la serie es convergente, calcularemos un par de sumas “grandes” y
compararemos los resultados:

(%i7) n:20; E[n],numer; E[n+1],numer;
(%07) 20

(%08) 2.718281828459046

(%09) 2.718281828459046

Con esta informacion, se puede escribir la aproximacion del namero e:

e=2.718281828459046+107*.
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05-3.- Series alternadas. Convergencia absoluta y convergencia
condicional

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-3.wxm.

Si a, 20, se llaman series alternadas las que tienen la forma

2. (D'a, ; X (-D"a,

n>1 n>1
En wxMaxima se puede ver esta definicion de la forma siguiente; de la primera:

(%il) makelist((-1)"k*a[k], k, 1, 6);
(%01) [-a;,38;,-35,34,-35, 3¢ ]

(%i2) S[nl:=sum((-1)"~k*a[k], k, 1, n);
S[1]; S[2]; S[3]; 5[4];
n

(%02) S, :=Z{-1j‘“ a

k=1
(%03) -a,
(%o04) a5-a;
(%05) -a;+a5-a,

(%06) a4-a3+a5-34
Y ahora de la segunda:

(%i7) makelist((-1)"(k+1)*a[k], k, 1, 6);
(%07) [3y,-3,,33,-34,35,-3]
(%i8) T[n]:=sum((-1)~(k+1)*alk], k, 1, n);
T[1]; T[21; T[31; TI4];
n

(%08) TI1:=Z{—1jk+1 ay

k=1
(%009) a4
(%010) a; -a,
(%011) a5-a; + 34

(%012) -a4+ag-a5+a,
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En el primer caso, las sumas parciales de indice par forman una sucesion mondtona
decreciente y las de indice impar una sucesion mondétona creciente. En el segundo caso,
la situacion es justamente la contraria. El criterio de convergencia que se aplica en el
caso de las series alternadas es el llamado criterio de Leibniz, segun el cual si la

sucesion (a,) es un infinitésimo y mondtona decreciente, entonces las series alternadas
definidas antes son convergentes.

Veamos un ejemplo.

i . . 1 .
Ejemplo 05-3.1. Se consideran la serie alternada Z(—l)“—. Se trata de una serie
n

nx1

convergente, ya que la sucesion (— cumple las condiciones del criterio de Leibniz.
n

Definimos la serie con wxMaxima:

(%i1) a[k]:=((-1)"k)/k;

- ]k
(%01) A=
(%i2) '(an)=makelist(a[k], k, 1, 10);
(%02) an=[-1 11111111 i]
rzr 3r4r Srﬁr ?;8; QFII:I

(%i3) A[n]:=sum(a[k], k, 1, n);
n

(%e03) A := ay

k=1

(%i4) '(An)=makelst(A[n], n, 1, 10);
5 7 47 37 319 533 1870 1627

1
%o04) An=[-1,—,—,—,—,—,—,—,- -
( ) [-1, 2" 6" 12" 60" &0" 420" Ban” 25207 2520

Ahora vemos las primeras sumas parciales de indice par y de indice impar:

(%i5) makelst(A[2*n], n, 1, 6);
1 7 37 333 1627 18107
(D’IUDS] [__r P BT R e
2 127 60 840 2520° 27720
(%i6) makelst(A[2*n-1], n, 1, &);
3 47 319 1879 20417

%06) [-1,—,—,—,——,-
(%006) [-1, &' 60" 420" 25207 27720

Para poder estudiar la monotonia, seria mejor tener los valores numéricos de estas
sumas parciales:
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-

(%i7) float(A[1]
float{A[5]
(%07) -1.0
(%08) -0.83333333333333
(%09) -0.78333333333333
_ (%0010) -0.75952380952381
(%il1) float(A[2]);,  float(A[4]);
pat(A[6]); oat(A[8]);
float(A float(A[8
(%011) -0.5
(%012) -0,58333333333333
(%0013) -0.61666666666667
(%014) -0.63452380952381

float(A[3])
float{A[7]

-
- o,

P

Se puede intuir que las sumas parciales de indice par forman una sucesion monotona
decreciente y las de indice impar una sucesion mondtona creciente. Como es conocido,
se puede determinar un intervalo en el que haya la suma de la serie, calculando sumas
parciales de orden superior.

Comenzaremos por obtener unas cuantas sumas parciales de indice par y después otras
de indice impar:

. (%il5) A[100],numer; A[102],numer;
A[10007,numer;  A[1002],numer;
(%015) -0.6881721793102
(%%016) -0.68826924784058
(%017) -0.69264743055982
(%0018) -0.69264842756681
. (%i19) A[101],numer; A[103],numer;
A[1001],numer;  A[1003],numer;
(%0019) -0.6980731694092
(%020) -0.69797798570466
(%021) -0.69364643155882
(%022) -0.69364543653989

Por lo tanto, se puede afirmar que la suma de la serie se encuentra en el intervalo
]-0.693,-0.692 .

Convergencia absoluta.- La convergencia absoluta de una serie numérica Zan hace

n>1
referencia a la convergencia de la serie de términos positivos Z|an| , verificandose que
n>1

la convergencia absoluta implica la convergencia (ordinaria).
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El reciproco no es cierto y puede ser que una serie Zan sea convergente no lo sea

n>1
absolutamente; en este caso se dice que la serie es condicionalmente convergente. Por
ejemplo, la serie estudiada en el Ejemplo 05-3.1 es condicionalmente convergente.
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05-4.- Series de potencias

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_05-4.wxm.

Si (a,) es una sucesién numérica, x € Res un nimero real cualquieray x, € R es un

numero real fijo, se llama serie de potencias centrada en x, a la serie Zan(x— X,)" . Si

n>0

X, =0 laserie Zanxn se llama centrada en el origen, que acostumbra a ser el caso mas

n>0

frecuente.

El caracter de una serie de potencias depende de la sucesion (an) y del nmero xR,

. . . . - 1/n
de la siguiente manera: si se designa por L= I|m|an| se cumple
nN—o0

e Si L=0 laserie es convergente paratodo xe R;

e Si L=+00 laserieesconvergente sdlosi x=0;

e Si  O<L<+o la serie es absolutamente convergente en el intervalo
% —R,% +R[,siendo R=1/L.

El nimero real R >0 se llama radio de convergencia de la serie de potencias. En los
puntos X=X,—R, x=X,+R hay que estudiar la convergencia de la serie numérica

correspondiente. El conjunto de puntos en los que la serie es convergente se Ilama
dominio de convergencia. Cabe decir que en ocasiones se puede calcular mas facilmente

a'n +1

a

n

s - . . s . - - - . 1/ - e ey
el limite L=1im ; Si este limite existe, entonces coincide con I|m|an| ". Definicién
nN—oo

de una serie de potencias centrada en x, con wxMaxima:

(%il) makelist(a[k], k, 1, 5);
{Df'rnﬂlj [31;32;33;a4ra5]
(%i2) makelst(alk]*(x-x0)"k, k, 1, 5);
(%02) [a, (x-x0), 3, (x-x0)?, a5 (x-x0)?, 2, (x-x0)*, as (x-x0)’]
(%i3) s[k]:=a[k]*(x-x0)"k;
(%03) s1.:=ay (x-x0)*
(%) S[n]:=sum(s[k], k, 0, n);
n

(%o04) 5= St

k=0
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(%i5) S[0]; S[2]; S[4];
(%05) ay

(%006) a; (x-x0)+a, {x—}c[}]2 +ag

(%007) a; (x-x0)+a, {x—xt}}4+a3 (x—xt}}3+32 (x—xlf}}2+

Definicion de una serie de potencias centrada en el origen con wxMaxima
 (%i8) makelist(b[k], k, 1, 5);
(DI{CIDB} [blibzib3ib4ib5]
(%i9) makelst(x™k, k, 1, 5);
_ (DEGDQ][K,XEF}C3FK4,K5]
(%i10) t[k]:=b[k]*x"k;
| (%010) t, :=by x*
(%il1) T[n]:=sum(t[k], k, 0, n);

n

(%o011) T := > t

k=10
(%il2) T[0];  T[2];,  T[4];
(%012) b,

(%013) by x%+b; x+by

(%014) by x* +by x> +by x2+by x+

. . . . 1
Ejemplo 05-4.1. Se considera la serie de potencias Z—x

En primer lugar la
o N!
definiremos con wxMaxima:

(%il) a[k]:=1/k!;

(%o1) B =1

(%002) s, :=ay x*

s[k]:=alk]*x"™k; makelist(s[k], k, 1, 10);

2

x2 33 xt x5 x x7 8 " 510
(%03) [}c —

"6 '24 120" ?EEI 5040 40320 362880 BEEBBDD]
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(%i4) S[n]:=sumf(s[k], k, 0, n);

0
(%o04) 5= > St
k=0
(%i5) makelist(S[n], n, 0, 5);
}{2 }{3 }{2 }{4 }{3 }{2 }{5 }{4 }{3 }{2
(%05) [1,x+1,—+x+1,—+—+x+1,—+—+—+x+1,—+—+—+—+x+1]
2 6 2 24 6 2 120 24 6 2

Ahora determinaremos su dominio de convergencia:

(%i6) b[k]:=(alk])~(1/k);
(lim(b[k])) = limit(b[Kk], k, inf);
(%06) by, :=a¢Jfk

(%07) im(by )=0

Por lo tanto, la serie es absolutamente convergente para todo ndmero real (radio de
convergencia infinito).

Ejemplo 05-4.2. Se considera la serie de potencias Zn!x”. En primer lugar la
n>0

definiremos con wxMaxima:

(%il) a[k]:=k!; s[k]:=alk]*x"k;
(%o01) a, :=k!
(%02) s, :=a X"
(%i3) makelist(s[k], k, 0, 5);
(%03) [1,x,2%%,6%x°,24x%,120 x7]
(%i4) S[n]:=sum(s[k], k, 0, n); S[0]; 5[2]; S[4]; 5[6];

M

(%o04) S, := E Sk

k=0

(%o05) 1

(%06) 2 X% +x+1

(%07) 24 xT+6 x> +2x%+x+1

(%08) 720 x®+120 x° + 24 x* +6 x> +2 x2 +x+1
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Ahora determinaremos su dominio de convergencia:

(%i9) b[k]:=(a[kl)"~(1/k);
'(im(b[Kk])) = L : imit(b[k], k, inf);

(%e09) by, ::aéJrk
(%010) Im(b )=
' (%il1) R=1/L;
1
(%011) R=—

Por lo tanto, la serie es convergente Unicamente en el origen (radio de convergencia
nulo).

n

i . : : 1
Ejemplo 05-4.3. Se considera la serie de potencias Z—x :

n>0

(%il) a[kl:=1/k;  s[k]:=a[k]*x"k;

1
(%o01) a, =1

(%02) s, :=ay xK
(%i3) makelist(s[k], k, 1, 10);
%2 33 x* x5 x6 x7 xB x9 x10
(D‘r‘rﬂDE} [KF_F_F_F_F_F_F_F_F_]
2 34 56 78910
(%i4) S[n]:=sum(s[k], k, 1, n);

n

(%o04) 5= > St

k=1
(%i5) makelist(S[n], n, 1, 5);
2 x3  x2 w3 2 R

*
9505) [ X, —4+ X, — 4+ —4 X, — 4+ —F— 4 X —t— 4 — 4 — 1 ¥
(%05) [X, 5+ X, St ot X, ot ot X, o x]

Ahora determinaremos su dominio de convergencia:

(%i6) b[k]:=(a[kl)"~(1/k);
'(im(b[k])) = L : limit(b[k], k, inf);
R=1/L;

(%o06) by, :=a¢Jfk
(%07) Im(by,)=1
(%08) R =1
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Por lo tanto, la serie es absolutamente convergente en el intervalo ]—1,1[. En los puntos
x=-1, x=1 las series numéricas correspondientes son divergentes.

i . . . 1, :
Ejemplo 05-4.4. Se considera la serie de potencias Z—Zx . En primer lugar la

n>0

definiremos con wxMaxima y finalmente determinaremos su dominio de convergencia:

(%i1) a[k]:=1/k"~2; s[k]:=a[k]*x"k;
(%e0l) @, :=—

(%02) s, =3y X<
(%i3) makelist(s[k], k, 1, 10);
%2 %3 % x5 w6 x7 xB yF 510
(%03) [x ———————— —1]
"9'16"25"36 49" 64 "81" 100
(%i4) 5[n_:=5um(5[k_, k, 1, n);

n

(%o04) S, := > St

k=1
(%i5) makelist(S[n], n, 1, 5);

Xz }{3 Xz }{4 X3 }{2 XE ){4 X3 ){2
(%05) [x, DR e o s e e T +x]

(%i6) b[k_::(a[k_]f‘(lfk];
(im(b[K])) = L : imit(b[k], k, inf);
R=1/L;

(%06) by :=al'*
(%07) Im(by)=1
(%08) R=1

Por lo tanto, la serie es absolutamente convergente en el intervalo ]—1,1[. En los puntos
x=-1, x=1 las series numéricas correspondientes son convergentes. En definitiva, el
dominio de convergencia de la serie es el intervalo [—1,1] .
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