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04-1.-  Definición de sucesiones. Operaciones con sucesiones 
 
Los cálculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-1.wxm. 
 
La manera habitual de expresar una sucesión es mediante una función de variable 
discreta, es decir, una función definida como una aplicación del conjunto de los 
números naturales en un subconjunto de los números reales, tal que a cada número 
natural n Î  se le asigna un único número real nx Î . La notación habitual para  

designar una sucesión es ( )n n
x

Î
 o simplemente  nx . El número real  nx   se llama 

término general o término n-ésimo de la sucesión.   
 
La sintaxis para definir una sucesión con wxMaxima es sencilla; hay que asignar una 
denominación al término general de la sucesión y escribir a continuación la expresión 

de este término en función del número natural n; por ejemplo, la sucesión 
2 1

3 2 n

n

n Î

æ ö- ÷ç ÷ç ÷÷çè ø+ 

  

se define mediante: 
 

 
Se pueden obtener algunos términos de la sucesión, explicitando el número natural 
antiimagen del término de la sucesión; por ejemplo, los cinco primeros términos de la 
sucesión anterior son: 
 

 
Si se quiere obtener una lista con unos cuantos términos de la sucesión, esto se puede 
obtener mediante la instrucción “makelist”, que se puede concretar con la instrución 
“numer” para indicar que se quieren los términos en representación decimal; así, por 
ejemplo: 
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Otros ejemplos de sucesiones y su definición con wxMaxima: 
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Otra manera de definir o expresar una sucesión es por recurrencia, que consiste en dar 
una expresión del valor del término general en función de uno o más términos anteriores 
i concretar los valores iniciales que hacen falta para tener correctamente definida la 
sucesión. Una sucesión definida así se llama recurrente o definida por recurrencia.  
 
Per ejemplo, la sucesión definida por recurrencia mediante: 
 

1

1

3

2 , 2n n

x

x x n




   
 

 
se define con wxMaxima de la forma siguiente: 
 

 
Otro ejemplo de sucesión recurrente: la sucesión definida por: 
 

1

1
1

3

1 3
, 2

2n n
n

x

x x n
x






      
 

 

 
En wxMaxima se define mediante: 
 

 
 
Y ahora un clásico de este tipo de sucesiones: la llamada sucesión de Fibonacci, 
definida mediante: 
 

1 2

2 1

1, 1

, 3n n n

x x

x x x n 

 
    

 

 



 

6  Tema 4: Sucesiones numéricas 

 
 
 
Se pueden llevar a cabo operaciones algebraicas con sucesiones, mediante operaciones 
con sus términos. Estas operaciones son: 
 

Suma / diferencia: ( ) ( ) ( )n n n nx y x y    

Producto: ( ) ( ) ( )n n n nx y x y⋅ =  

Producto por escalar: ( ) ( ),n nx xl l l⋅ = Î  

Cociente: ( ) /( ) ( / ), 0,n n n n nx y x y y n= ¹ " Î  

 
La sintaxis para hacer estas operaciones con wxMaxima es sencilla: se define una nueva 
sucesión especificando las operaciones y las sucesiones que operan. A continuación se 
ponen ejemplos de suma, diferencia, combinación de estas operaciones, producto y 
cociente: 
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Con wxMaxima se puede obtener una representación gráfica de los puntos  , ( )n f n  de 

una sucesión, aspecto que puede ayudar a su interpretación, al menos, en una primera 
aproximación. La sintaxis es la que se puede ver a continuación y hay que observar que 
se han de definir dos listas, una primera para los valores sucesivos de los números 
naturales (abscisas) y una segunda para los términos correspondientes de la sucesión 
(ordenadas): 
 

 

 
 
 
Si la instrucción que se aplica es, como en este caso, “wxplot2d”, la gráfica se engancha 
a la salida. En cambio, si la instrucción es “plot2d”, entonces la salida es una gráfica en 
un formato llamado “gnuplot”, que es un estándar adoptado por wxMaxima; hay que ir 
a la parte superior de la gráfica para modificar los parámetros de la representación 
gráfica. Para copiarlo y pegarlo después en un documento, hay que situar el cursor en la 
parte superior de la gráfica, pulsando con el botón derecho del ratón, ir a “options” y 
seleccionar “copy to clipboard”. Una vez hecho esto, hay que ir al documento y “pegar” 
la imagen. 
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Otro ejemplo. En este caso se trata de una sucesión de tipo “oscilante”: 
 

 
Ahora un ejemplo de sucesión divergente hacia  : 
 

 
Ahora un ejemplo de sucesión divergente hacia  : 
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Y ahora un ejemplo de sucesión convergente con sucesiones parciales de diferente 
comportamiento en la monotonía: 
 

 

 
 
 
En algunos casos, el término general de una sucesión contiene un número de términos 
que dependen del índice n; por ejemplo, la sucesión ( )na  definida por 

2 2 2

1 1 1
, 1

3 6 3
na n

n n n n
    

  
  

 
Por lo tanto, el término na  está definido con la suma de n números; por lo tanto, cada 

término contiene un número de términos que dependen del índice n. Con wxMaxima 
esta sucesión se define mediante la sintaxis siguiente: 
 

 
Observad que el programa escribe el término n-ésimo efectuando operaciones de 
reordenación y racionalizando algunas de las expresiones que aparecen. Por ejemplo: 
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04-2.-  Cálculo del límite de una sucesión. 
 
Los cálculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-2.wxm.  
 
Comenzaremos recordando la definición de límite de una sucesión de números reales. 
Se dice que una sucesión  ( )n n

x
Î

  tiene límite el número real  L Î    si cualquiera que 

sea  0    existe  0n Î , que depende de  ,  tal que para todo  0n n   se cumple  

nx L   .  

 
Una sucesión que tiene límite real se dice convergente; una sucesión que no tiene límite 
real se dice divergente. La notación habitual es  lim nx L   o bien   nx L . Las 

sucesiones, en relación a si tienen o no límite, se clasifican en: 
‐ convergentes, cuando tienen límite real; 
‐ divergentes a infinito, cuando su límite es   o  . 
‐ oscilantes, cuando no se cumple ninguna de las anteriores. 

 
La interpretación de la definición de límite de una sucesión es bastante conocida: todos 
los términos de la sucesión a partir del 0n -ésimo se encuentran en el intervalo  

] , [L L   .  
 
Para comprobar que se cumple esta condición e ilustrarlo adecuadamente, lo haremos 

con un ejemplo. Consideramos la sucesión de números reales  ( ) 2 1

3 2n
n

n
x

n Î

æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø+ 

 y 

comprobamos que es convergente y de límite  
2

3
L  . En primer lugar calculamos la 

diferencia  nx L : 
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Por lo tanto, se ha de cumplir la equivalencia siguiente:  
 

0 0

7 7 9 6 7
0

9 6 9 6 9 6

n
n n n n

n n n

    
        

  
 

 
Esta condición equivale a  
 

7 6
9 6 7 0

9
n n

 



      

 
Ahora se trata de definir las variables y aplicar el procedimiento con wxMaxima; 
podemos ver unos ejemplos de algunas iteraciones: 
 

 

 

 
Se puede ir disminuyendo el valor asignado a 0   y verificando que se cumple la 
condición a partir de un número natural que se va incrementando a medida que  0    
va disminuyendo.  
 
Cuando se tiene definida una sucesión con wxMaxima como una función de variable 
discreta, una instrucción sencilla permite calcular el límite de esta sucesión. Se trata de 
escribir: 
 

limit(término general de la sucesión, n, inf) 
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Veamos algunos ejemplos. 
 

Sucesión 
2 1

3 2 n

n

n Î

æ ö- ÷ç ÷ç ÷÷çè ø+ 

: 

 

 

 

Sucesión 
1

sin
nn Î

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷÷÷çç ÷ç è øè ø 

: 

 

 

 

Sucesión ( )2 2 1
n

n n
Î

+ +


: 

 

 

 

Sucesión ( )2 2 1
n

n n
Î

- + +


: 

 

 

 

Sucesión ( )( 1)n

nÎ
-


: 
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Obsérvese que en este caso el programa responde “ind” que significa que no se puede 
calcular el límite, ya que este no existe. 
 

Sucesión 
1

1
n

n
n

Î

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷ç + ÷ ÷çç ÷÷ç ÷è ø ÷ççè ø 

: 

 

 

 
Vale la pena recordar que se cumple la propiedad siguiente: si ( )nx  , entonces se 

cumple: 

1
lim 1

nx

n
n

e
x

Î

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ =÷çç ÷ ÷ç ÷çç ÷è ø ÷çè ø 

 

 
A modo de comprobación: 
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Límite de una sucesión recurrente. 
 
Para calcular el límite de una sucesión definida por recurrencia no se puede aplicar la 
sintaxis anterior. En efecto, consideremos la sucesión recurrente definida por: 
 

1

1

3

2 , 2n n

x

x x n




   
 

 
Si la ponemos en sintaxis de wxMaxima y calculamos el límite, obtenemos la respuesta 
siguiente: 
 

 

 
En este tipo de sucesiones hace falta aplicar la metodología siguiente: demostrar que es 
convergente aplicando los criterios de convergencia, habitualmente, monotonía y 
acotación. Véase el apartado siguiente. Una vez se ha demostrado que la sucesión es 
convergente, hay que escribir la ecuación que ha de cumplir el límite, definida a partir 
de la fórmula recurrente de la sucesión; en este caso la ecuación es:  
 

1lim( ) 2 lim( ) 2n nx x L L      

 
En wxMaxima la sintaxis es la siguiente: 
 

 
Como vemos, el programa no la puede resolver en esta forma; hace falta escribirla de la 
forma siguiente: 
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Aplicando las propiedades de la sucesión, se puede afirmar que no tiene sentido que el 
límite sea negativo y, por lo tanto, deducimos que 2L   .  
 
Hay que insistir en que esta metodología tan solo es aplicable una vez se ha demostrado 
que la sucesión es convergente. Por ejemplo, si se considera la sucesión recurrente 
definida por: 
 

1

1

1

2 1, 2n n

x

x x n


    

 

 
y se quiere calcular el límite aplicando directamente la metodología descrita antes, se 
puede concluir que lim( ) 1nx   : 

 

 

 
Esta conclusión es evidentemente falsa, ya que es inmediato comprobar que   

2 1, 1n
nx n    i, por lo tanto, que se cumple lim( )nx   . 

 
En el caso de la sucesión de Fibonacci, definida por: 
 

1 2

2 1

1, 1

, 3n n n

x x

x x x n 

 
    

 

 
es evidente que se trata de una sucesión divergente a   . En los ejercicios se propone 
una cuestión interesante en relación a esta sucesión (ver ejercicio 04.10). 
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04-3.- Formas indeterminadas o indeterminaciones 
 
Los cálculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-3.wxm. 
 
Se llaman formas indeterminadas o indeterminaciones las sucesiones construidas con 
operaciones entre otras sucesiones, de manera que inicialmente no se puede afirmar 
nada sobre el límite de la sucesión. Veamos unos ejemplos. 
 
Ejemplo 04-3.1.- Consideremos las sucesiones numéricas: 
 

       2 2 31 ; 1 1 ; 2 1 ; 3 1n n n nx n y n y n y n         

 
Todas ellas cumplen que tienen límite infinito. Calculemos ahora el límite de la 
sucesión diferencia de la primera con cada una de las otras: 
 

 

 
Como se ve, en cada caso da un resultado diferente, de manera que de entrada no se 
puede afirmar nada sobre cuál será el límite de la diferencia de dos sucesiones de límite 
infinito y, por lo tanto, esta diferencia es una forma indeterminada. 
 
 
Ejemplo 04-3.2.- Consideremos les sucesiones numéricas: 
 

     2 3
2

1
; 1 1 ; 2 1 ; 3 1

1n n n nx y n y n y n
n

         
 

 
La primera es un infinitésimo y las otras tres son infinitos. Calculemos ahora el límite 
de la sucesión producto de la primera con cada una de las otras:  
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Como se ve, en cada caso da un resultado diferente, de manera que de entrada no se 
puede afirmar nada sobre cuál será el límite del producto de dos sucesiones siendo la 
primera un infinitésimo y la segunda un infinito y, por lo tanto, este producto es una 
forma indeterminada. En la Tabla 04-1 hay las formas indeterminadas o 
indeterminaciones para sucesiones numéricas y la metodología de resolución, caso de 
que no se pueda obtener el límite con wxMaxima. 
 
 
Tipos de 
indeterminación 
 

Sucesiones Forma indeterminada Metodología de 
resolución 

 

¥ - ¥ 

 

( ) ; ( )n nx y   

 

lim( )n nx y  

 
Multiplicar y dividir por 

la suma  ( )n nx y  

 

0. ¥ 

 

( ) 0; ( )n na x   

 

lim( )n na x  

 
Criterio de Stolz 

 
0/0 

 

( ) 0; ( ) 0n na b   

 

lim( / )n na b  

 

 
Criterio de Stolz 

 

¥/¥ 

 

( ) ; ( )n nx y   

 

lim( / )n nx y  

 
Criterio de Stolz 

 
1∞ 

 

( ) 1; ( )n nx    

 

lim( )n

nx 
 

 
Reducción al número e 

 
00 

 

( ) 0; ( ) 0n na b   

 

lim( )nb
na  

 
Aplicar logaritmos y 
después el criterio de 
Stolz 

 

¥0 

 

( ) 0; ( )n na x   

 

lim( )na
nx  

 
Aplicar logaritmos y 
después el criterio de 
Stolz 

Tabla 04-1.  Formas indeterminadas para sucesiones numéricas 
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04-4.-  Criterios de convergencia y cálculo de límites de sucesiones 
numéricas. 
 
Los cálculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-4.wxm. 
 
En este apartado se ven algunos criterios de convergencia y métodos de cálculo de 
límites que se aplican más a menudo en el análisis de la convergencia y en el cálculo de 
límites de sucesiones. 
 
Ejemplo 04-4.1 (Criterio de compresión). Se considera la sucesión ( )n na Î  de números 

reales definida por: 
 

2 2 2

1 1 1
, 1

3 6 3
na n

n n n n
    

  
  

 
Si la introducimos en el programa wxMaxima y queremos calcular el límite obtenemos: 
 

 

 
Por lo tanto, no es posible hacer el cálculo de este límite de la manera sencilla habitual. 
Entonces observamos lo siguiente: por un lado se cumple: 
 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

3 6 3 3 3 3
n n

n
a y

n n n n n n n
        

     
   

 
Por otro lado: 
 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

3 6 3 3 3 3
n n

n
a x

n n n n n n n n n n
        

     
   

 
Ahora podemos calcular los límites de estas sucesiones con wxMaxima: 
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Por lo tanto, por aplicación del criterio de compresión, se cumple  lim( ) 1na  . 

 
 
Ejemplo 04-4.2 (Teorema de la convergencia monótona). Se considera la sucesión 
( )n na Î  de números reales definida por: 

 

1

1

3

2 , 2n n

a

a a n




  
 

 
Como antes, wxMaxima no da el límite de la sucesión. En efecto: 
 

 

 

 
Calculemos ahora los primeros términos de esta sucesión: 
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Esto permite intuir que la sucesión es monótona decreciente; en efecto, si se supone que 

1n na a   (hipótesis de inducción), entonces se cumple  12 2n na a      y por lo tanto  

12 2n na a    , es decir, 1n na a  . Por lo tanto, la sucesión ( )n na Î  es monótona 

decreciente. Para ver que es acotada inferiormente, es suficiente observar que por 
definición de la sucesión se cumple que  0, 1na n   . Por lo tanto, la sucesión es 

convergente, en virtud del teorema de la convergencia monótona. Ahora ya se puede 
aplicar la metodología de cálculo del límite: 
 

 

 
 
En definitiva, se puede afirmar que  lim( ) 2na  . 

 
 
Ejemplo 04-4.3 (Criterio de la raíz n-ésima). Se considera la sucesión ( )n na Î  de 

números reales definida por: 

 1/22 1 , 1
n

na n n    

 
Definimos la sucesión con wxMaxima y calculamos los primeros términos de esta 
sucesión: 
 

 

 

 
 

Si construimos la sucesión ( )n nb Î   con  1n
n

n

a
b

a
 , se obtendrá:  
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Calculamos ahora el límite de esta sucesión: 
 

 
Por lo tanto, se cumple  lim( ) 1na  . 

 
Ejemplo 04-4.4 (Criterio de Stolz). Se considera la sucesión ( )n na Î  de números reales 

definida por: 
1 1

1
2 , 2
log( )n

na n
n

  
 


 

 
Definimos en primer lugar la sucesión del numerador: 
 

 

 
Ahora la sucesión del denominador y la sucesión cociente: 
 

 
Calculamos el límite de esta sucesión: 
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Esta respuesta del programa sugiere que no se puede calcular el límite de la manera 
estándar. Aplicaremos el criterio de Stolz, una vez se haya verificado que se cumplen 
las condiciones para su aplicación: 
 

 
 
Ahora calculamos el límite de esta sucesión: 
 

 
Por lo tanto, se cumple  lim( ) 1na  . 
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04-5.-  Equivalencia de  sucesiones 
 
Los cálculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-5.wxm. 
 
El concepto de equivalencia de sucesiones y su aplicación al cálculo de límites es puede 
ver en las referencies, particularmente en [BU07] y [JB01]. En este apartado se 
muestran algunos ejemplos de sucesiones equivalentes y se ilustra la aplicación de este 
concepto al cálculo de límites de sucesiones.  
 
Recordemos que dos sucesiones numéricas ( ), ( )n na b  se dice que son equivalentes, si, y 

sólo si, se cumple  lim 1n

n

a

b
 . La notación habitual para designar este hecho es  

( ) ( )n na b . Por ejemplo, las sucesiones numéricas  
2

3 1n

n
a

n



 i  

2 4

3 7n

n
b

n





  son 

equivalentes. Si dos sucesiones son convergentes y equivalentes, entonces tienen el 
mismo límite; lo recíproco no es cierto, es decir, dos sucesiones pueden ser 
convergentes y del mismo límite pero pueden no ser equivalentes, como por ejemplo las 

sucesiones  
2

2

3 1n

n
a

n



 i  

4

2 4

3 7n

n
b

n





.  

 
La propiedad más interesante a efectos prácticos de las sucesiones equivalentes es la 
siguiente: si ( ) ( )n na a  y  lim( )n nL a b  existe, entonces  lim( )n nL b . Es decir, en 

productos y cocientes se pueden sustituir algunos factores por factores equivalentes. 
 
Veamos a continuación algunos ejemplos de sucesiones equivalentes. 
 
Ejemplo 04-5.1. Si  ( )nx  es un infinitésimo, es decir es tal que ( ) 0nx  , entonces se 

cumple: 
( ) (sin( ))n nx x   ;   ( ) (tan( ))n nx x  

 

Veamos, por ejemplo, el caso en que  
2

1

1nx
n




: 
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Ejemplo 04-5.2. Si  ( ) 0nx   entonces se cumple: 

2( / 2) (1 cos( ))n nx x-  
 
Veamos un ejemplo: 
 

 

 
 
Ejemplo 04-5.3. Si  ( ) 0nx   entonces se cumple: 

( ) ( 1)nx
nx e - ;   (1 ) ( )nx

nx e+   

 
Veamos un caso concreto: 
 

 

 
 
 
 
Ejemplo 04-5.4. Si  ( ) 0nx   entonces se cumple: 

( )( ) log( 1)n nx x +  

 
Veamos un caso concreto: 
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Ejemplo 04-5.5. Si  ( ) 1ny   entonces se cumple: 

( )( 1) log( )n ny y- 
 

 
Veamos un caso concreto: 
 

 

 
 
 
Ejemplo 04-5.6. Para calcular el límite 

1 1 1
3 1

2 3
lim

1
( 2) log cos

4 1

n
n
n

n
n n



     
 

          



 

 
se implementan los cálculos con wxMaxima y obtenemos: 
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Aplicando la metodología indicada para sucesiones equivalentes y teniendo en cuenta el 
Ejemplo 04-4.4, el límite anterior es el mismo que  
 

3
lim

( 2)cos
4 1

n
n

n
n
    

 

 
Con wxMaxima se obtiene el resultado: 
 

 
 
Se pueden aplicar las propiedades de las sucesiones equivalentes en sucesiones 
numéricas divergentes a  . Si la sucesión numérica es polinómica: 
 

 1
1 1 0

p p
p pa n a n a n a

     

 
la equivalencia más importante y de aplicación habitual es  
 

( ) ( )1
1 1 0

p p p
p p pa n a n a n a a n-

-+ + + +   

 



 

28  Tema 4: Sucesiones numéricas 

es decir, la aplicación de la propiedad: 
 

1
1 1 0lim 1

p p
p p

p
p

a n a n a n a

a n


   




 

 

Finalmente, una equivalencia muy útil es la de Stirling: ( ) ( )! 2n nn n e np- .  En efecto: 

 

 

 
 


