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04-1.- Definicion de sucesiones. Operaciones con sucesiones

Los célculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-1.wxm.

La manera habitual de expresar una sucesion es mediante una funcidon de variable
discreta, es decir, una funcidon definida como una aplicacion del conjunto de los
nimeros naturales en un subconjunto de los numeros reales, tal que a cada niimero
natural n€ N se le asigna un tGnico numero real X, € R. La notacion habitual para

designar una sucesion es (X,) o simplemente (X,). El nimero real X, se llama

neN n

término general o término N-ésimo de la sucesion.

La sintaxis para definir una sucesiéon con wxMaxima es sencilla; hay que asignar una
denominacién al término general de la sucesion y escribir a continuacion la expresion

o . , : ., [2n—1
de este término en funcion del numero natural n; por ejemplo, la sucesion T2
n neN

se define mediante:

(%il) s01[n]:=(2*n-1)/(3"n+2);

(%01) 501 =~
' M 3n+2

Se pueden obtener algunos términos de la sucesion, explicitando el nimero natural
antiimagen del término de la sucesion; por ejemplo, los cinco primeros términos de la
sucesion anterior son:

(%i2) s01[1];  sO1[107]; s01[207;
1
0y —
[,002} 5
19
oy -
(,DGB) 3

39
%h04) —
(%604) —

Si se quiere obtener una lista con unos cuantos términos de la sucesion, esto se puede
obtener mediante la instruccion “makelist”, que se puede concretar con la instrucion
“numer” para indicar que se quieren los términos en representacion decimal; asi, por
ejemplo:

(%i5) makelist(s01[n], n, 1, 10);

(%i6) makelist(s01[n], n, 1, 5),numer;
(%06) [0.2,0.375, 0.45454545454545 , 0.5, 0.52941176470588 |
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Otros ejemplos de sucesiones y su definicion con wxMaxima:

(%i7) s02[n]:=sin{1/n);
1
(%07) s02,,:= sinl;)

(%i8) makelst(s02[n], n, 1,5);

(%08) [sin(1), sin[%} sin[%)F sin[fﬂr sin[%)]

(%i9) s03[n]:=sin(n);
(%09) s03,,:=sin(n)

(%i10) makelst(s03[n], n, 1, 5);

_ (%010) [sin(1),sin(2),sin(3),sin(4),sn(5)]

(%i11) s04[n]:=(-1)"n;
(%011) 504 :=(-1)"

© (%i12) makelst(s04[n], n, 1, 5);
(%012) [-1,1,-1,1,-1]

© (%i13) s05[n]:=(-1)*n/n:

(-1)"
n

(%0013) s05,:=
(%i14) makelist(s05[n], n, 1, 5);
1 11 1
a, - —_ o —
{"'E:'Dl‘”[ lrEr 374" 5]
(%il5) s06[n]:=n"2;
(%015) 506, :=n>
© (%i16) makelist(s06[n], n, 1, 5);
(%016) [1,4,9,16,25]
(%il7) s07[n]:=-n"2+3;
(%017) 507, :=-n?+3
" (%i18) makelst(s07[n], n, 1, 5);
(%018) [2,-1,-6,-13,-22]
(%i19) s08[n]:=1+(-1)"n/n;
(-1)"
n

(%019) s08 =1+
(%i20) makelist(s08[n], n, 1, 5);

3254
o —_ — = =
{"E'Dz[:}} [Dr2r3r4r5
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Otra manera de definir o expresar una sucesion es por recurrencia, que consiste en dar
una expresion del valor del término general en funcion de uno o mas términos anteriores
i concretar los valores iniciales que hacen falta para tener correctamente definida la
sucesion. Una sucesion definida asi se llama recurrente o definida por recurrencia.

Per ejemplo, la sucesion definida por recurrencia mediante:

X =3
X, =42+X,_,, VYn>2

se define con wxMaxima de la forma siguiente:

- (%i21) s10[1]:35 s10[n]:=sgrt(2+s10[n-1]);
(%022) s10,:=+/2+5s10, 4

© (%i23) makelst(s10[n], n, 1, 5);

(%023) [3,45 AVE+2 AN +242 A5 +2 +2 42 ]

Otro ejemplo de sucesion recurrente: la sucesion definida por:

En wxMaxima se define mediante:

. (%i24) s12[1]:35 s12[n]:=(1/2)*(s12[n-1]+3/s12[n-1]);

1 {
(%025) 512, :=E|‘5512“-1+m
(%i26) makelist(s12[n], n, 1, 5);
7 97 18817

a —_
(%026) [3, 2,71 551 T0a6a

Y ahora un clasico de este tipo de sucesiones: la llamada sucesion de Fibonacci,
definida mediante:
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© (%i27) FIB[1]:1; FIB[2]:1; FIB[n]:=FIB[n-1]+FIB[n-2];
(%027) 1
(%028) 1
(%029) FIB,:=FIB, , +FIB,, ,

© (%i30) makelist(FIB[n], n, 1, 10);
(%030) [1,1,2,3,5,8,13,21,34,55]

Se pueden llevar a cabo operaciones algebraicas con sucesiones, mediante operaciones
con sus términos. Estas operaciones son:

Suma / diferencia: (xn) + (yn) = (xn + yn)

Producto: (Xn)'(yn) = (Xn yn)

Producto por escalar: A-(X,)=(Ax,), AeR

Cociente: x)N(y)=(x,/Y,), ¥, =0,YneN

La sintaxis para hacer estas operaciones con wxMaxima es sencilla: se define una nueva
sucesion especificando las operaciones y las sucesiones que operan. A continuacion se
ponen ejemplos de suma, diferencia, combinacién de estas operaciones, producto y
cociente:

" (%i31) s20[n]:=s01[n]+s03[n];
(%0031) s20,:=s01,+5s03
" (%i32) makelist(s20[n], n, 1, 5);
':Jr’32'l£'23'3i'4£'5i
(%032) [ sin( }+5F5|n( }+8F5|n( ]|+11F5|n( }+2,5|n{ )+1?]
(%i33) s21[n]:=s01[n]-s03[n];
(%033) 521, :=501,-s503,
© (%i34) makelist(s21[n], n, 1, 5);
5

(%034) [%—sin(l]l,g—sin(2},E—sin(B]l%—sin(ﬁl],%—sin(S}]

(%i35) s22[n]:=2%*s01[n]+3*n*s02[n];
(%0035) s22,:=2s01,+3 ns02,

(%i36) makelist(s22[n], n, 1, 5);
_ 2 _ (1} 3 (1) w0 _ (1 (1) 18
(%036) [3sin(1)+—,6 5|n|—)+—F9 5|r1|—)+—F 12 5|n|—)+ 1,15 5|n|—)+—]
5 \2) 4 3/ 11 L4 \5) 17
(%i37) s23[n]:=s02[n]*s03[n];
(%037) s23,,:=502, 503,
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(%038) [ sin( 1]2 , sini%) sin(2), 5|n|%) sin(3), sin[ﬂ sin(4), Slﬂ|§) sin(5)]

(%i39) s524[n]:=s505[n]/s06[n];
s05;,
(%039) SE‘II.I::SEIE

n

(%i38) makelist(s23[n], n, 1, 5);

(%i40) makelst(s24[n], n, 1, 5);

111 1
a _ -
(%040) [-1,5 -7 g2 105

Con wxMaxima se puede obtener una representacion grafica de los puntos (n, f(n)) de

una sucesion, aspecto que puede ayudar a su interpretacion, al menos, en una primera
aproximacion. La sintaxis es la que se puede ver a continuacion y hay que observar que
se han de definir dos listas, una primera para los valores sucesivos de los nimeros
naturales (abscisas) y una segunda para los términos correspondientes de la sucesion
(ordenadas):

(%0i41) N[n]:=n%
List_0:makelist(N[n], n, 1, 40)%

' (%i43) List_1:makelist(s0i[n], n, 1, 40)5

wxplot2d([discrete, List_0,List_1], [style, [points, 2,1,1]1], [xlabel, "], [vlabel, ™] )5
065 .

06 t Lot "
055 | o’

05 ¢ .

045 | »
(%t44) 04 |
035

03 t
025

02

.--..;--..*---.*.....____
'L

Si la instruccion que se aplica es, como en este caso, “wxplot2d”, la grafica se engancha
a la salida. En cambio, si la instruccion es “plot2d”, entonces la salida es una grafica en
un formato llamado “gnuplot”, que es un estandar adoptado por wxMaxima; hay que ir
a la parte superior de la grafica para modificar los parametros de la representacion
gréfica. Para copiarlo y pegarlo después en un documento, hay que situar el cursor en la
parte superior de la grafica, pulsando con el boton derecho del raton, ir a “options™ y
seleccionar “copy to clipboard”. Una vez hecho esto, hay que ir al documento y “pegar”
la imagen.
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Otro ejemplo. En este caso se trata de una sucesion de tipo “oscilante’:

' (%6i45) List_2:makelst(s03[n], n, 1, 40)$
wxplot2d([ discrete, List_0,List_2], [style, [points, 2,2,2]1], [xlabel, "], [vlabel, ""] )3

(%t46)

1

0.8
0.6
04
0.2
ot
02 L
0.4 ¢
06 L
08 ¢
-1

&

0

15

20

25

30

35

40

Ahora un ejemplo de sucesion divergente hacia +oo:

. (%i47) List_3:makelist(s06[n], n, 1, 40)3

(%%t48)

wxplot2d([discrete, List_0,List_31, [style,[points, 2,3,3]1], [xlabel, ™

], [ylabel, "] )3

1600
1400
1200
1000
800
600
400
200
0

35

40

Ahora un ejemplo de sucesion divergente hacia —oo:

(%i49) List_4:makelist(s07[n], n, 1, 40)%
wxplot2d([discrete, List_0,List_4], [style, [points, 2,4,411, [xlabel, "1, [vlabel, "] )%

(%t50)

200

0
-200
-400
-600
-800
-1000
-1200
-1400
-1600

15

20
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Y ahora un ejemplo de sucesion convergente con sucesiones parciales de diferente
comportamiento en la monotonia:

(%i56) List_S:makelist(s08[n], n, 1, 40)3
(%i51) List_5:makelist(s08[n], n, 1, 40)$
wxplot2d([discrete, List_0,List_5], [style, [points, 2,3,4]], [xlabel, ™1, [ylabel, "] )5

16
14 |
12 b ©

s
KX
11 EOR MK M M oM K K W ow W x
Xxx><><><><><><><><><><><><
%

H

08 b
0.6
04
0.2

0

(%t52)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

En algunos casos, el término general de una sucesion contiene un nimero de términos
que dependen del indice n; por ejemplo, la sucesion (a,) definida por

1 1 1
o= + oot ,
Jn2+3  Jn’+6 Jn?+3n

a n>1

Por lo tanto, el término @, estd definido con la suma de n nimeros; por lo tanto, cada

término contiene un niamero de términos que dependen del indice n. Con wxMaxima
esta sucesion se define mediante la sintaxis siguiente:

- (%i53) a[n]:=sum(1/sgrt(n~2+3%k), k, 1, n);
al1l; al3l;  al5];

0
1
(%053) a,:= —_—
Alnd+3k
k=1

1
] —_
(Y%054) >

1 1

1
B%o055 + +
(% }«Jﬁ 24f3 342

1 1 1

1 1
%056 f—— n
(% )«.13? AEd A5 zAl10 2407

Observad que el programa escribe el término Nn-ésimo efectuando operaciones de
reordenacion y racionalizando algunas de las expresiones que aparecen. Por ejemplo:
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(%i57) a[10];

1 1 1 1 1 1 1 1 11
(%057) -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ + +—
1300 127 Af118 Af115 1007 Af106 Af103 24031 44f7 11
© (%i58) a[20];

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(%058) + + + + + + + + + + + + + +
~457  A[454 aJ451 AJ445 AJ442 4430 <J433 <J430 AJ427 4421 <J418 <J415 ~J409 AJ40s
1 1 1 1 1 1

+ + + + +
A0z’ 24/115 24f100° 24f106 24f103" 847
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04-2.- Calculo del limite de una sucesion.

Los célculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-2.wxm.

Comenzaremos recordando la definicion de limite de una sucesidon de numeros reales.

Se dice que una sucesion (Xn> tiene limite el naimero real L € R si cualquiera que

neN
sea ¢>0 existe N, €N, que depende de &, tal que para todo n>n, se cumple

x,—L|<e.

Una sucesion que tiene limite real se dice convergente; una sucesion que no tiene limite
real se dice divergente. La notacion habitual es lim(x,)=L o bien (X,)—L. Las
sucesiones, en relacion a si tienen o no limite, se clasifican en:

- convergentes, cuando tienen limite real;

- divergentes a infinito, cuando su limite es +o© 0 —©.

- oscilantes, cuando no se cumple ninguna de las anteriores.

La interpretacion de la definicion de limite de una sucesion es bastante conocida: todos
los términos de la sucesion a partir del n,-ésimo se encuentran en el intervalo

IL—e, L+e.

Para comprobar que se cumple esta condicion e ilustrarlo adecuadamente, lo haremos
2n—1 ]

y
3IN+2)

con un ejemplo. Consideramos la sucesion de numeros reales (Xn):[

. 2 :
comprobamos que es convergente y de limite L =§. En primer lugar calculamos la

diferencia |Xn - L| ;

(%il) a[n]:=(2*n-1)/(3*n+2);
2n-1

In+2

(%i2) a[n]-2/3;

(%02) 22 L2

In+2 3

(%i3) ratsimp(a[n]-2/3);

(%03) -

(%01) a,:=

In+6
(%i4) Difer1:-(ratsimp(a[n]-2/3));

7
W)
(fnﬁ‘l]l 9N+
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Por lo tanto, se ha de cumplir la equivalencia siguiente:

7 9en+6&—7
<g¢ vVn>n, < &- =

= >0 VvVn>n,
on+6 on+6 In+6

Esta condicion equivale a

9¢n+6—-7>0 = n>

Ahora se trata de definir las variables y aplicar el procedimiento con wxMaxima;
podemos ver unos ejemplos de algunas iteraciones:

(%i5) epsion:0.01; n0:(7-6*epsion)/(9*epsion);
assume(n>n0); is(7/(9%n+6)<epsion);
00 .
(%05) 0.01
(Yo0b) 77.111141141411441
(Y%07) [n>77.11111111111111 ]
(%08) true
(%i9) epsilon:0.0001; n0:(7-6%epsilon)/(9*epsion);
assume(n>n0); i5(7/(9*n+6)<epsion);
(%09) 1.0 1074
(%010) 7777.11111111111
(Yo011) [n=7777. 11111111111 ]
_ (%012) true
(%il3) epsion:0.00000001; n:(7-6%epsion)/(9*epsion);
assume(n>na); is(7/(9%n+6)<epsion);
(%013) 1.0 1078
(Yo014) 7.7777777111111119 107

(%015) [n>7.7777777111111119 107 ]
(%016) true

Se puede ir disminuyendo el valor asignado a & >0 y verificando que se cumple la
condicion a partir de un nimero natural que se va incrementando a medida que & >0
va disminuyendo.

Cuando se tiene definida una sucesion con wxMaxima como una funcion de variable
discreta, una instruccion sencilla permite calcular el limite de esta sucesion. Se trata de

escribir:

limit(término general de la sucesion, n, inf)
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Veamos algunos ejemplos.

., [Zn—l]

Sucesion :

3n+2 neN

(%i1) a[n]:=(2*n-1)/(3*n+2);
2n-1
in+2
(%i2) (im({a[n])) = imi{a[n], n, inf);
2

(%02) Im(a,) =3

Sucesion [sin[l]] :
n neN

(%i3) b[n]: =5irj(1fn);

(%e01) a,:=

1
(%03) b= sin| ;)

(%i4) (lim(b[n])) = limit{b[n], n, inf);
(%04) im(b,)=0

Sucesion (n2 +2n+1)
neN

(%i5) c[n]:=n"2+2*n+1;

(%05) cn::n2+2n+l

(%i6) (Im(c[n])) = limit{c[n], n, inf);

(%e06) Im(c, )=

Sucesién (—n’+2n+1)
neN
(%i7) d[n]:=-n"2+2%*n+1;
(%07) d, =-n®4+2n+1
(%i8) (im({d[n])) = limi{d[n], n, inf);
(%08) Iim(dn]=—:::
Sucesion ((— D" )neN:
(%i9) aa[n]:=(-1)"n;
(%09) aan:=(—l]n
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. (%i10) '(im(aa[n])) = limit(aa[n], n, inf);
(%010) Im(aa,)=ind

Obsérvese que en este caso el programa responde “ind” que significa que no se puede
calcular el limite, ya que este no existe.

4

(%i11) e[n]:=(1+1/n)"™n;

Sucesion

neN

' 1 n
(%011) en::|‘l+ﬂ

. (%i12) (lim(e[n])) = mit(e[n], n, inf);
(%012) Im(e,)="%e

Vale la pena recordar que se cumple la propiedad siguiente: si (X,) —> +o, entonces se

[1 +L] ] =e
Xn
neN

cumple:

lim

A modo de comprobacion:

(%i13) x[n]:=(1+1/n*2)~(n"2);
2

& 1 |-|
(%013) x,:=| 1+ﬁ]

(%il4) (lim(x[n])) = lmit(x[n], n, inf);
(%e014) Im(x, )= %e
© (%i15) y[n]:=(1+1/(3*n"2+5%n+4))~(3*n "2+ 5%n+4);

s 1 3Ind+5n+4
(%015) y, := 1+—]
. 3n45n+4
(%i16) '(im(y[n])) = lmit{y[n], n, inf);
(%016) Im(y,)="%e
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Limite de una sucesion recurrente.

Para calcular el limite de una sucesion definida por recurrencia no se puede aplicar la
sintaxis anterior. En efecto, consideremos la sucesion recurrente definida por:

X =3
X, =42+X,_,, Vn>2

Si la ponemos en sintaxis de wxMaxima y calculamos el limite, obtenemos la respuesta
siguiente:

(%il) x[1]:3;
x[n]:=sgrt(2+x[n-1]);
(%o01) 3

(%002) X, 1= 2+x,_ 4
(%i3) (Im(x[n])) = limit{x[n], n, inf);
Maxima encountered a Lisp error:
Error in PROGN [or a callee]: Bind stack overflow.

Automatically continuing.
To enable the Lisp debugger set *debugger-hook* to

En este tipo de sucesiones hace falta aplicar la metodologia siguiente: demostrar que es
convergente aplicando los criterios de convergencia, habitualmente, monotonia y
acotacion. Véase el apartado siguiente. Una vez se ha demostrado que la sucesion es
convergente, hay que escribir la ecuacion que ha de cumplir el limite, definida a partir
de la formula recurrente de la sucesion; en este caso la ecuacion es:

lim(x )=+2+lm(x_) < L=+v2+L

En wxMaxima la sintaxis es la siguiente:

(%i4) Eql:L=sgrt(2+L);
solve(Eql, L);

(%04) L=~IL+2
(%05) [L=/L+2]

Como vemos, el programa no la puede resolver en esta forma; hace falta escribirla de la
forma siguiente:

(%i6) Eq2:L~2=(2+L):
solve(Eqg2, L);
(%06) LZ=L+2
(%07) [L=2,L=-1]
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Aplicando las propiedades de la sucesion, se puede afirmar que no tiene sentido que el
limite sea negativo y, por lo tanto, deducimos que L=2 .

Hay que insistir en que esta metodologia tan solo es aplicable una vez se ha demostrado
que la sucesion es convergente. Por ejemplo, si se considera la sucesion recurrente
definida por:

X =1
X, =2X,_,+1, Yn=>2

y se quiere calcular el limite aplicando directamente la metodologia descrita antes, se
puede concluir que lim(x,)=-1:

(%i8) y[1]:15
ylnl:=2%y[n-1]+1;
(%09) y,:=2vy,_ 1 +1
(%i10) Eq3:L=2%L+1;
solve(Eq3, L);
(%010) L=2L+1
(%o011) [L=-1]

Esta conclusiéon es evidentemente falsa, ya que es inmediato comprobar que
X, =2"-1,n>1 i, por lo tanto, que se cumple lim(x,) =+o.

En el caso de la sucesion de Fibonacci, definida por:
X =1 X, =1
Xo =X, + Xy, VN23

es evidente que se trata de una sucesion divergente a +oo . En los ejercicios se propone
una cuestion interesante en relacion a esta sucesion (ver ejercicio 04.10).
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04-3.- Formas indeterminadas o indeterminaciones

Los célculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-3.wxm.

Se llaman formas indeterminadas o indeterminaciones las sucesiones construidas con
operaciones entre otras sucesiones, de manera que inicialmente no se puede afirmar
nada sobre el limite de la sucesion. Veamos unos ejemplos.

Ejemplo 04-3.1.- Consideremos las sucesiones numéricas:
X, :(n2 +1); yl, :(n2 —1); y2, :(n3 —1); y3,=(n-1)

Todas ellas cumplen que tienen limite infinito. Calculemos ahora el limite de la
sucesion diferencia de la primera con cada una de las otras:

(%il) x[n]:=n"2+1; vy1[n]:=n"2-1; y2[n]l:=n"3-1; vy3[n]:=n-1;
(%01) xn:=n2+l

(%02) v1, :=n?-1

(%03) y2,, :=n>-1

(%04) y3,:=n-1

(%i5) L1=lmit(x[n]-y1[n], n, inf);
L2=limit{x[n]-y2[n], n, inf);
L3=limit{x[n]-y3[n], n, inf);

(%05) L1=2

(%06) L2=-=
(%07) L3=x

Como se ve, en cada caso da un resultado diferente, de manera que de entrada no se
puede afirmar nada sobre cudl serd el limite de la diferencia de dos sucesiones de limite
infinito y, por lo tanto, esta diferencia es una forma indeterminada.

Ejemplo 04-3.2.- Consideremos les sucesiones numéricas:

xn=(n21+1]; y1n=(n2_1); y2n=(n3_1); y3, =(n=1)

La primera es un infinitésimo y las otras tres son infinitos. Calculemos ahora el limite
de la sucesion producto de la primera con cada una de las otras:
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(%il) x[n]:=1/(n"~2+1); y1l[n]:=n"2-1;
y2[n]:=n"3-1; y3[n]:=n-1;

(%o01) x,:=

n<+1
(%002) i, :=n?-1
(%003) v2,, :=n3-1
(%o04) y3,:=n-1
(%i5) Li=imit(x[n]*y1[n], n, inf);
L2=lmit(x[n]*y2[n], n, inf);
L3=imie(x[n]*y3[n], n, inf);
(%05) L1=1
(%06) L2 =
(%07) L3=0

Como se ve, en cada caso da un resultado diferente, de manera que de entrada no se
puede afirmar nada sobre cudl sera el limite del producto de dos sucesiones siendo la
primera un infinitésimo y la segunda un infinito y, por lo tanto, este producto es una
forma indeterminada. En la Tabla 04-1 hay las formas indeterminadas o
indeterminaciones para sucesiones numéricas y la metodologia de resolucién, caso de
que no se pueda obtener el limite con wxMaxima.

Tipos de Sucesiones Forma indeterminada | Metodologia de
indeterminacion resolucion
00 — 00 (Xn) —> +o0; (yn) -5 40 lim(Xn _ yn) Multiplicar y dividir por

la suma (Xn + yn)

0. 00 (@,) = 0; (x,) =+ lim(a,X,) Criterio de Stolz
0/0 (an) —0; (bn) -0 lim(an /bn) Criterio de Stolz
so/oc (%,) = +00; (y,) —>+o0 | lim(x,/y,) Criterio de Stolz
1” (ﬂn) N 1; (Xn) —> 40 lim(Xnﬂ”) Reduccion al nimero e
d @)=>0:0)>0 | lim@a®)
Stolz
oo’ (a,) = 0; (X;) = +o0 lim(x,™) f}eﬂgffs logaritmos ¥
Stolz

Tabla 04-1. Formas indeterminadas para sucesiones numéricas
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04-4.- Criterios de convergenciay calculo de limites de sucesiones
numericas.

Los célculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-4.wxm.

En este apartado se ven algunos criterios de convergencia y métodos de calculo de
limites que se aplican mas a menudo en el anélisis de la convergencia y en el calculo de
limites de sucesiones.

Ejemplo 04-4.1 (Criterio de compresion). Se considera la sucesion (&,),., de numeros

neN
reales definida por:

! 1 + 1 nx1

o= + PN ,
Jn2+3  Jn*+6 Jn? +3n

Si la introducimos en el programa wxMaxima y queremos calcular el limite obtenemos:

a

(%i1) a[n]:=sum(1/sqr{n~243%k), k, 1, n);

.
1
(%e01) a,:= —_—
Anf+3k
k=1

(%i2) (lim(a[n])) = mit{a[n], n, inf);

.
1
(%02) im(a,)=lm —_—
" n-=a AnZ+3k
k=1

Por lo tanto, no es posible hacer el calculo de este limite de la manera sencilla habitual.
Entonces observamos lo siguiente: por un lado se cumple:

1 1 1 1 1 n
o= + oot < ot = =y,
Jn2+3 Jn*+6 Jn2+3n Jn*+3 Jn2+3  Jn?+3

a

Por otro lado:

1 1 1 1 1 n
= + oot > ot = =X,
Jn2+3  Jn*+6 Jn2+3n Jn?+3n Jn2+3n Jn?+3n

Ahora podemos calcular los limites de estas sucesiones con wxMaxima:

a
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(%i3) x[n]:=n/sgrt(n"2)5

(%i4) (im(x[n])) = limit{x[n], n, inf);
(%e04) Im(x,)=1

(%i5) y[n]:=n/sgrt(n™2+3*n)3s
(%i6) '(im{y[n])) = lmit{y[n], n, inf);
(%06) Im(y,)=1

Por lo tanto, por aplicacion del criterio de compresion, se cumple lim(a,) =1.

Ejemplo 04-4.2 (Teorema de la convergencia monotona). Se considera la sucesion
(8, )ney de numeros reales definida por:

a =3
a,=+2+a,,,n>2

Como antes, wxMaxima no da el limite de la sucesion. En efecto:

(%i1) a[1]:3; a[n]:=sqgrt(2+a[n-1]);
(%o01) 3
(%02) a,:=+2+a,

(%i3) makelst{a[n], n, 1, 5);

(%03) [3,45 AV + 2 ANNE+2 42 ;N5 42 +2+2]
(%i4) (m(a[n])) = limit{a[n], n, inf);
Maxima encountered a Lisp error:

Error in PROGN [or a callee]: Bind stack overflow.
Automatically continuing.

To enable the Lisp debugger set *debugger-hook* to

Calculemos ahora los primeros términos de esta sucesion:

(%i5) a[1];  a[2],numer;  a[3],numer;
a[4],numer;  a[5],numer;
(%05) 3

(Y%%o06) 2.23606797749979
(%07) 2.058171027271492
(%008) 2.014490264873845
(%%09) 2.0036192914009

20
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Esto permite intuir que la sucesion es mondtona decreciente; en efecto, si se supone que
a, >a, , (hipotesis de induccion), entonces se cumple 2+a, >2+a,, Yy por lo tanto

\/2+an > \/2+an71 , es decir, a,,, >a,. Por lo tanto, la sucesion (a,),.y €s monotona

n+1
decreciente. Para ver que es acotada inferiormente, es suficiente observar que por
definicion de la sucesion se cumple que a, >0, Vn=1. Por lo tanto, la sucesion es

convergente, en virtud del teorema de la convergencia mono6tona. Ahora ya se puede
aplicar la metodologia de célculo del limite:

' (%i10) Eq32:L=sqrt(2+L);
(%010) L=~/L+2
© (%il1) Eq32a:L~2=1+2;
solve(Eq32a, L);
(%o011) LZ=L+2
(%012) [L=2,L=-1]

En definitiva, se puede afirmar que lim(a,)=2.

Ejemplo 04-4.3 (Criterio de la raiz n-ésima). Se considera la sucesion (a,) de

numeros reales definida por:

neN
a, :(2n2 +1)l/n, n>1

Definimos la sucesion con wxMaxima y calculamos los primeros términos de esta
sucesion:

(%il) a[n]:=(2*n"2+1)"~(1/n);
1
(%e01) a,:=(2 n?+ 1) fr
(%i2) [a[1], a[2],a[3],a[4],a[5]];
(%02) [3,3,191/3,331/4 511/3]

(%i3) [a[1], a[2],a[3],a[4],a[5]], numer,
(%03) [3,3,2.668401648721944, 2.39678172692843 , 2.19540189742749 ]

. . .y a .
Si construimos la sucesion (b, ),y con b, =—, se obtendra:
a

n

(%i4) b[n]:=a[n+1]/a[n];

A +1

(%o04) by, := n

n
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(%i5) makelist(b[n], n, 1, 5);
191/3 331/% 511/5 731/6

3 ’191,."3(331;"4"511,."5

(%ib) makelist{float(b[n]), n, 1, 5);
(Y%o06) [1.0,0.88946721624065,0.89820875657021,0.91597907008453,0.93119315475983 ]

(%05) [1,

Calculamos ahora el limite de esta sucesion:

(%i7) "(im(b[n])) = limit(b[n], n, inf);
(%07) im(b,)=1

Por lo tanto, se cumple lim(a,)=1.

Ejemplo 04-4.4 (Criterio de Stolz). Se considera la sucesion (a,),. de nimeros reales

definida por:

neN

Definimos en primer lugar la sucesion del numerador:

(%il) x[k]:=1/kS X[n]:=sum(x[k], k, 1, n);

n

(%02) X, := % X

k=1

(%i3) makelst(X[n], n, 1, 10);

3 11 25 137 49 363 761 7129 7381
(%03) [1,=,—, =, —,—,——,——

Ahora la sucesion del denominador y la sucesion cociente:

(%i4) Y[n):=log(n);
aln]:=X[n]/Y[n];
(%04) Y, :=log(n)

(%05) a,: :Yﬁ

n

Calculamos el limite de esta sucesion:
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(%i6) (im({a[n])) = imi{a[n], n, inf);

n

>

(%e06) Im(a,)= n ||;r13c oa(n)

Esta respuesta del programa sugiere que no se puede calcular el limite de la manera

estandar. Aplicaremos el criterio de Stolz, una vez se haya verificado que se cumplen
las condiciones para su aplicacion:

(%i7) xx[n]:=%[n+1]; ¥Y¥[n]:=Y[n+1]-Y[n];
makelist(aa[k], k, 1, 4);
(%007) XX, :=X, 41
(%08) YY:=Y,,1-Y,
o 30{.-'
(%009) aa, =

n

aa[n]:=xx[n}/YY[n];

(%010) [——, - ; - ; - ]
210g(2) 3 (log(3)-log(2)) 4 (log(4)-leg(3)) 5 (log(5)-log(4))

Ahora calculamos el limite de esta sucesion:

. (%il1) '(im(aa[n])) = imit(aa[n], n, inf);
(%011) im(aa,)=1

Por lo tanto, se cumple lim(a,)=1.
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04-5.- Equivalencia de sucesiones

Los célculos de este apartado se desarrollan en el fichero Tema_04-5.wxm.

El concepto de equivalencia de sucesiones y su aplicacion al célculo de limites es puede
ver en las referencies, particularmente en [BUO7] y [JBO1]. En este apartado se
muestran algunos ejemplos de sucesiones equivalentes y se ilustra la aplicacion de este
concepto al calculo de limites de sucesiones.

Recordemos que dos sucesiones numéricas (a,),(b,) se dice que son equivalentes, si, y

solo si, se cumple hmb—”zl. La notacion habitual para designar este hecho es

n

(a,) ~(b,). Por ejemplo, las sucesiones numéricas a, = 2N i b = 2n+4
3n+1 3n+7

equivalentes. Si dos sucesiones son convergentes y equivalentes, entonces tienen el
mismo limite; lo reciproco no es cierto, es decir, dos sucesiones pueden ser
convergentes y del mismo limite pero pueden no ser equivalentes, como por ejemplo las
2n . 2n+4

— 1 =
3n? +1 " 3nt+7

son

sucesiones a, =

La propiedad mas interesante a efectos practicos de las sucesiones equivalentes es la
siguiente: si (8,)~(«,) y L=Ilim(ab,) existe, entonces L =lim(e,b,). Es decir, en
productos y cocientes se pueden sustituir algunos factores por factores equivalentes.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de sucesiones equivalentes.

Ejemplo 04-5.1. Si (X,) es un infinitésimo, es decir es tal que (x,) — 0, entonces se

cumple:

(%) ~ (sin(x,)) 5 (%) ~ (tan(X,))

Veamos, por ejemplo, el caso en que X, =—;

n“+1
(%i1) x[n]:=1/(n"2+1)% yvInl:=sin(x[n])% a[n]:=x[n]/{y[n])s
lim(a[n])=lmit(a[n], n, inf);
' 1
(%04) lim| - \1=1

2.4 1 )
|[n+]sm| +1J

| \n2

(%i5) z[n]:=tan(x[n])$ b[n]:=x[n}/(z[n])$
im(b[n])=lmit(b[n], n, inf):

(%07) lim| S

241 tan| 1)
|(n+]an| +1J

\n2
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Ejemplo 04-5.2. Si (X,) — 0 entonces se cumple:
(2 /2) ~ (1= cos(X,))

Veamos un ejemplo:

(%il) x[n]:=1/(n"2+1)5 ylnl:=1-cos(x[n])5
aln]:=(y[n])/(x[n]"~2/2);
¥
(%03) a, :=E
2
(%i4) 'Iimga[n:]:limit(?[n:, n, inf);

(%04) |imi;2 (n2+1)° il ; cus[ﬂ 21+ IE -1

Ejemplo 04-5.3. Si (X,) — 0 entonces se cumple:

(X))~ (" =1); (+X,)~(e")

Veamos un caso concreto:

(%il) x[n]:=1/(n"2+1)5  vy[n]:=exp(x[n])-1%
im(a[n])=limit(a[n], n, inf);
(%o04) |imlkr:n2 +1)\9%e" 1 1JJ= 1
(%i5) xx[n]:=1+x[n]5 vy[n]:=exp(x[n])5
im(aa[n])=lmit{aa[n], n, inf);
" 1
l n2e1)

(D!{UDBJ |Ir|"I- 1 = l

] +1J
\nf+1

Ejemplo 04-5.4. Si (X,) — 0 entonces se cumple:
(%,) ~ (log(x, +1))

Veamos un caso concreto:

a[n]:=(y[n])/x[n]s

aa[n]:=yy[n]/xx[n]s
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(%il) ®[n]:=1/(n"2+1)%

(%ei3) aln]:=y[n]/x[n];
im(al[n])=limit(a[n], n, inf);

v[n]:=lbg{x[n]+1)%

(%03) a,,:=—

I'I

(%04) ||m| (n +1) |ng| ot 1)}

Ejemplo 04-5.5. Si (y,) — 1 entonces se cumple:

(¥, —1) ~ (log(y,))
Veamos un caso concreto:

(%) x[nl:=log(y[n]); yInl:=n"2/(n"2+1);

(%o01) x,:=loa(y,)
2
(%002) vy, :=

241

(%03) z[n]:=y[n]-1;  aln):=x[n)/z[n];
lim(a[n])=lmit(a[n], n, inf);

(%03) z,:=y,-1

X
(%o04) a, :=¥
)‘1
Ing‘ |
i iyl 241
(%05) . 2—-:1
Ee)
\ nf+1

Ejemplo 04-5.6. Para calcular el limite

3n 1+l+1+~-~+l
2 3 n

lim

(n+2)log (rlJ coS ( 4::2 1]

se implementan los calculos con wxMaxima y obtenemos:

26
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(%i1) x[n]:=(3*n)*sum(1/k, k, 1, n);
n

E 1
(%01) x,:=3n ™

k=1
(%i2) y[n]:=(n+2)*(log(1/n))*(cos((%epi*n)/(4*n+1)));

(1 ([ =n
o - —
(%02) y,:=(n+2) Ioglxn) cusl‘h‘Jr -

(%i3) a[n]:=x[n]/y[n]5 (lim(a[n])) = limit(a[n], n, inf);
( ((n )

| ! 1]

. Ejﬂ

=

a . _ | . ]
(%o04) hm(an}_Binl-ITm |1) - 5| . )
ugxn (n+2)co w4 n+1J

Aplicando la metodologia indicada para sucesiones equivalentes y teniendo en cuenta el
Ejemplo 04-4.4, el limite anterior es el mismo que

3n
(n+2)cos N
4n+1

Con wxMaxima se obtiene el resultado:

lim

(%i5) b[n]:=(3*n)/((n+2)*(cos((%pi*n)/(4*n+1))));
limit(b[n], n, inf);
an

(n+2) cnslf Gl )

A+l
(%06) 3+/2

(%05) b=

Se pueden aplicar las propiedades de las sucesiones equivalentes en sucesiones
numéricas divergentes a o . Si la sucesion numérica es polinomica:

p p-1
(a,nP+a, n*"+-+an+a,)
la equivalencia mas importante y de aplicacion habitual es

(a,n” +a, ,n*" +--+an+a,)~(a,n’)
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es decir, la aplicacion de la propiedad:

an’+a_n""'+-..+an+a
. p p-1 1 0 _
lim an’ =1

Finalmente, una equivalencia muy util es la de Stirling: (n !) ~ (n”e’n 27rn> . En efecto:

(%il1) a[n]:=n!; b[n]:=(n"n)*{exp(-n))*sqrt{2*%%pi*n);
(%e01) a,:=n!
(%02) b, :=n"exp(-n)~\27n
(%i3) s[n]:=a[n]l/b[n];
(lm(s[n])) = limi(s[n], n, inf);
(%03) s, :=:—n

(%e04) Im(s,)=1
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