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03-1.- NUmeros reales.

Los calculos de este apartado se encuentran en el fichero Tema_03-1.wxm.

El conjunto R de los numeros reales, dotado de estructura algebraica de cuerpo

conmutativo con la suma y el producto ordinarios, constituye el conjunto numérico
basico para el Analisis Matematico de funciones de variable real. Las operaciones
internas de suma y producto de niimeros reales asi como sus propiedades, se suponen
conocidas. La sintaxis de estas operaciones se ha visto en el Tema 1.

Se supone conocida también la ordenacion de los numeros reales con una relacion de

orden total, asi como la compatibilidad de las operaciones internas de R con esta

relacion de orden. Esta relacion de orden permite definir los intervalos en la recta real:

Intervalo cerrado de origen a i extremo b: [a,b|={x€R:a<x<b}

Intervalo abierto de origen a i extremo b: Ja,b[={x€R:a<x<b}

El intervalo abierto se designa también (a,b); en este Curso esta notacion se hace servir
so0lo para indicar una pareja ordenada de numeros. Pueden definirse, de manera
evidente, intervalos de tipo mixto.

Se supone conocida también la definicion de la recta real ampliada, que resulta de
incluir los simbolos +oo i -0o; asi mismo, se suponen conocidas las propiedades
inherentes a esta definicion, en particular, las reglas operativas relativas a los simbolos

+00 1 —00.
Un concepto importante es el de valor absoluto de un nimero real:

|x|— X, siXx>0
B —X, six<0

Se suponen conocidas las propiedades del valor absoluto y que este valor absoluto
permite definir una estructura de espacio métrico mediante la distancia euclidiana
ordinaria:

d(x,y)=[x—y], x,yeR,

Las propiedades de esta distancia se suponen también conocidas. En esta practica se
pretende consolidar la sintaxis de estos elementos, la definicion de subconjuntos de
nimeros reales mediante ecuaciones o inecuaciones en las cuales interviene el valor
absoluto y su expresion mediante intervalos. Todos estos conceptos se veran en los
Ejemplos que siguen.
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Ejemplo 03-1.- Determinar el intervalo de la recta real que corresponde al subconjunto
de niimeros reales definido por

A:{XER:x2+x—6<0}.

Resolucion. Designamos para P(X) = X* + X—6 . En primer lugar hay que determinar los
puntos en que se cumple la condicién P(X) = 0:

(%il) solve(x™2+x-6=0, x);
(%01) [x=-3,x=2]

Ahora hay que analizar el signo del trinomio P(X)=x>+X—6 en cada uno de los tres
intervalos ]—oo,—3[,]-3,2[ 1 ]2,+o0[:

(%i2) assume(x<-3);
is(x"™24+x-6<0);
(%02) [x<-3]
(%03) false
(%i4) forget(x<-3);
assume(x>-3, x<2);
s(x"™24+x-6<0);
(%04) [x<-3]
(%05) [x>-3,x<2)]
(%06) true
(%i7) forget(x>-3, x<2);
assume(x>2);
is(x™24+x-6<0);
(%07) [x>-3,x<2]
(%08) [x>2]
(%09) false

En conclusion, se cumple: A=]-3,2].

Ejemplo 03-2.- Determinar el intervalo de la recta real que corresponde al subconjunto
de niimeros reales definido por:

A:{xeR:zX“d}.
X+2

Resolucion. En primer lugar vemos que la condicién se puede expresar de forma
equivalente mediante:

2x+1<1 2x+1_1<0 - 2x+1—(x+2):x—1

= <0
X+2 X+2 X+2 X+2
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Por lo tanto, trabajaremos con esta formulacion equivalente més sencilla. En referencia
al fichero Tema02-1.wxm, obsérvese que estd estructurado indicando los ejemplos
como una celda de texto; es conveniente comenzar cada nuevo apartado de calculos con
la anulacion de asignaciones anteriores usando la instruccion “kill(all)”.

Establecida pues la condicion, ahora hay que verificar si se cumple o no esta en cada
uno de los tres intervalos |—oo,—-2[, ]—2,1[, ]I, +oo[ :

(%il) assume(x<-2);
is((x-1)/(x+2)<0);
(%0l) [x<-2]
(%02) false
(%i3) forget{x<-2)5
assume(x=-2, x<1);
is((x-1)/(x+2)<0);
(%04) [x>-2,x<1]
(%05) true
(%i6) forget(x>-2, x<1)5
assume(x=1);
is{(x-1)/(x+2)<0);
(%07) [x>1]
(%08) false

Esto permite concluir que la solucién es A=]-2,1].

Ejemplo 03-3.- Si a es un numero real estrictamente positivo, demostrar que se
cumple la equivalencia:

X|<a < —a<x<a.

Resolucion. En primer lugar introduciremos la condicion de positividad:

(%il) assume(a>0);
(%o1) [a=0]

Ahora verificaremos la condicion para las dos posibilidades en relacion al nimero X, en
primer lugar suponiendo que es positivo y menor o mayor que a y en segundo lugar, que
es negativo y menor o mayor que -a, es decir:

x>0, X<a, x>0,x>a
X<0, Xx>-a; X<0,x<-a

Por lo tanto, introduciendo las condiciones en wxMaxima resulta:
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(%i2) assume(x=0, x<a);
is(abs(x)<a);
(%02) [x>0,a>x]
(%03) true
(%i4) forget(x>0, x<a)s
assume(x=0, x>a);
is(abs(x)<a);
(%05) [x>0,x>a]
(%06) false
(%i7) forget(x=0, x=a)s
assume(x<0, x=-a);
is(abs(x)<a);
(%08) [x<0,x+a>0]
(%09) true
(%%il0) forget(x<0, x>-a)5
assume(x<0, x<-a);
is(abs(x)<a);
(%oll) [x<0,x+a<0]
(%012) false

Por lo tanto, la equivalencia queda probada.

Ejemplo 03-4.- Determinar el intervalo de la recta real que corresponde al subconjunto
de niimeros reales definido por:

A:{xeR:|x—2|<1}.

Resolucion. Teniendo en cuenta el ejemplo anterior, se puede afirmar que —1 < (x-2) <
1, con lo cual se concluye que A=]1,3[. Redactar como ejercicio la metodologia de
resolucion sin tener en cuenta el ejemplo anterior.

Ejemplo 03-5.- Determinar el intervalo de la recta real que corresponde al subconjunto
de numeros reales definido por:

A:{xeR: |x—4|—|x—1|<0}.

Resolucion. En primer lugar verificaremos si se cumple la condicion a la izquierda del
valor menor de los dos valores de referencia, que son a=1, b=4:

(%il) assume(x<1);
is(abs(x-4)-abs(x-1)<0);
(%o01) [x<1]
(%02) falke
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Ya sabemos que en este caso no se cumple. Ahora analizamos que pasa entre los dos
valores de referencia:

(%i3) forget(x<1)s
assume(x>=1, x<4);
is(abs(x-4)-abs(x-1)<0);

(%04) [x>1,x<4]
(%05) unknown

La respuesta del programa significa que no puede decidir sobre la pregunta formulada,
ya que la condicidon en una parte del intervalo es cierta y en la otra no; dividiremos el
intervalo en dos partes iguales y veremos que pasa en cada una de ellos:

(%id) forget(x>1, x<4)3
assume(x>1, x<5/2);
Is(abs(x-4)-abs(x-1)<0};

5
(%07) [x>1,x {E]

(%08) false

(%0i9) forget(x>1, x<5/2)5
assume(x>5/2, x<4);
is(abs(x-4)-abs(x-1)<0};

5
(%010) [x }E, x<4]

(%%011) true
Finalmente, analizaremos que pasa a la derecha del mayor de los dos valores:

(%i12) forget({x=1, x<4)3
assume(x>4);
is(abs(x-4)-abs(x-1)<0);

(%013) [x>4]

(%014) true

Por lo tanto, la solucion es A=]5/2, +ool.
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03-2.- Numeros complejos

Los calculos de este apartado se encuentran en el fichero Tema_03-2.wxm.

El conjunto de los nimeros complejos se define como el conjunto de los pares
ordenados de numeros reales, es decir:

C={(xy): xyeR}

Si un namero complejo se escribe Z=(X,Y) y esta representacion se llama forma
cartesiana del nimero complejo. El primer nimero real de la pareja se llama “parte real
de z” 1 se escribe X = Re(z); el segundo numero real de la pareja se llama “parte
imaginaria de z” i se escribe y=Im(z).

Esta forma o representacion no es la que se utiliza en wxMaxima para representar los
complejos: se usa la llamada forma binomica que utiliza la unidad imaginaria i =(0,1),
de manera que entonces se escribe z =X+ Yi. La representacion en wxMaxima de la
unidad imaginaria es %i. Para mayor comodidad es conveniente usar variables para
designar los nimeros complejos; a demas, si se quiere que en la salida quede explicitado
el simbolo otorgado a un complejo, hay que escribirlo con la sintaxis que se puede ver a
continuacion:

(%il) 'z=z:x + y* i,
'Re(z)=realpart(z);
'Im(z)=magpart(z);

(%01) z=%iy+x

(%02) Re(%iy+x)=x
(%03) Im(%iy+x)=y

En el conjunto de los nimeros complejos se definen dos operaciones internas, suma y
producto, que se pueden calcular facilmente con wxMaxima. La sintaxis de la suma y el
producto se ilustra a continuacion; observar que, si no se indica explicitamente que se
desarrolle, el producto se efectia en forma simbolica, es decir, se deja indicado como
tal. En wxMaxima hay que aplicar la instruccion “rectform” para explicitar que se
quiere efectuado el resultado y expresado en forma bindmica. Asi pues:

(%) 'z1=z1:a+b*%i; 'z2=22:c+d* %,
(zl+z2)=z1+z2; (z1%z2)=z1%z2, (z1*z2)=rectform(z1%z2);
(%04) z1="%ib+a
(%05) z2="%id+c
(%06) z2+21=%id+c+%ib+a
(%07) z122=(%ib+a)(%id+c)
(%08) z1z2=%i(ad+bc)-bd+ac
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(%i9) 'z3=23: 2.432+3.789%%:; 'z4=z4: 5.321+6.987%%;;
(z3+z4)=z3+z4, (z3-z4)=z3-z4,
(z3%z4)=rectform(z3*z4);

(%09) z3=3.789 %i+ 2.432

(%%010) z4=6.987 %i+5.321

(Y%011) z4+23=10.776 %i+7.753

(%012) z3-24=-3.198 %i-2.889

(%013) 23 z4 =37.15365300000001 %i-13.533071

La sintaxis para efectuar el cociente entre dos complejos, es decir, el producto de un
complejo por el inverso de otro complejo respecto del producto, es sencilla. Hay que
tener presente que también se ha de especificar con la instruccion “rectform” que el
cociente se quiere desarrollar, ya que en caso contrario solo se efectia en forma
simbolica y se deja indicado. Vemos la sintaxis del cociente de complejos:

' (%ild) 1/z2; z1#(1/z22); (z1/z2)=z21/z2,
(%014)

Shid+c
Ui b+a

(%015)

Sai d+c
Ok b+a

z1
04 —=
(%016) 2 omidec
(%il7) '(z1/z22)=rectform(z1/z2);

71 bd+ac %i(bc-ad)
(%017) —= +
72 g?+c? d?+c?

| (%il8) '(z3/z4)=rectform(z3/z4);

(%%018) i—;: 0.041084341863689 %i+0.51100475410667

El conjugado de un numero complejo se obtiene con la instruccidon “conjugate’:

| (%il9) conjugate(z1);
(%019) a-%ib

El modulo de un nimero complejo z =a+bi se obtiene con la instruccion “abs”:

 (%i20) abs(z1); (abs(z1))*2;
(%020) +/b? +a°

(%021) b® +a
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El producto de un complejo por su conjugado da como resultado el cuadrado del
modulo:

 (%i22) rectform(z1*conjugate(z1));
(%022) b’ +a°

Si se considera el numero complejo z =a+bi, se define el argumento de este numero
complejo, notado arg(z), mediante:

m(z) e(2)

sin(arg(2)) = I|T|; cos(arg(2)) = RITI; an(arg(2)) = 102

Re(2)

En wxMaxima el argumento de un complejo se obtiene con la funcion notada “atan2”
que tiene dos argumentos y calcula el angulo que tiene por tangente el cociente del
primero entre el segundo. La sintaxis es “atan2(b,a)”, es decir, escribiendo primero la
parte imaginaria y después la parte real. La instruccion se aplica incluso en el caso en
que a=0. Por ejemplo:

| (%i23) atan2(sqrt(3),-1); atan2(1,0);
atan2(-1,0); atan2(0,-1); atan2(0,1);

2%
I::':',-’rDOEBBI -
oy z
(,0024) >

oy =
(%025) .

(%026) =
(%027) 0

Hay que recordar que el argumento de un complejo es un conjunto de dngulos y por lo
tanto:

arg(—1+iﬁ):2?”+2kw, keZ.

El argumento principal corresponde a k =0.
La representacion exponencial de un complejo se obtiene mediante:
z=Re(z)+ilm(z)= |Z|cos(arg(z)) +1i |Z|sin(arg(z)) = |Z|eiarg(z)

En wxMaxima se obtiene esta forma exponencial con la instruccion “polarform”:
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(%i28) polarform(z1);

oL =t " N
(%028) mn; Yol atan2 (b, a)

(%i29) z5:(-1)+(sqrt(3))*%
polarform(z5);
(%029) +/3 %i-1
2 %i

3

(%030) 2 %e

(%i31) polarform(z3);
polarform(z4);

(%031) 4.502348831443428 Ype 100166135524386 %
(%032) 8.782437588733552 Ype-F1993956282176 %

Las potencias de nimeros complejos se pueden calcular facilmente en forma polar o
exponencial, ya que si Z=a+bi = |z|e"" i neN entonces:

(2) = (e <[ e
El programa wxMaxima efectlia estrictamente esta operacion:

(%i33) (polarform(z1))™n;

n/2 , y
{D 033) [b2+a j J %ED.J atan2(b,zln

Asi, por ejemplo:

= A

(%i34) (23)"3; olarf:nrm((zy 3);
(%034) (3.789 %i+2.432)°
(%035) 91.26776600277026 %pe>-000468407773157

Ahora se puede obtener esta potencia en la forma binémica:

Y AT

(%i36) rectform(polarformi((z3)~3));
(%036) 12.83467293899997 %i-90, 36081164?99998

Por supuesto este resultado se puede obtener directamente calculando la potencia en
forma binoémica:

(%i37) expand(z3™3);
(%037) 12.834672939 %i-90.36081164800001
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También se pueden llevar a cabo operaciones con potencias de complejos:

' (%i38) ul:(z3)"2; u2:(z4)~4, ud=expand{ul®u2);
(%038) (3.789 %i+2.432)°
(%039) (6.987 %i+5.321)"
(%%040) u3=99322.25822814016-58402.22011408709 %i
(%id1) ((23)75%(z4)76)/ (z3+24)"3;

3.780 %i+2.432)° (6.987 %i+5.321)°

(
(%041) -
(10.776 %i+7.753)°

© (%M42) rectform(%);
(%042) 357344.1360816646 %i+ 63138.19216269674

Se pueden calcular raices n-ésimas de complejos como potencias de exponente 1/n.
Recordar que si

z=a+bi=|z[e",
entonces las raices n-ésimas de este complejo son u,,u,,...,u, ,, y se verifica que:

u|= (|Z|)l/n ; arg(U,) =§+ kZT”, k=0,1,..,n—1

Hay que tener en cuenta, pero, que wxMaxima sélo da como resultado una de estas
raices, que es U, Yy si se quieren calcular el resto de raices hay que construirlas

explicitamente. Asi, si se quieren calcular las tres raices cubicas del complejo z=1-1,
entonces los célculos con wxMaxima dan como resultado:

(%0il) z10:1-%i; abs(z10);
atan2(-1,1); polarform({z10);
(%01) 1-%i

(%002) 2
=
D003) -—
(%03) -
Yol =
(%04) /2 %e *
(%ai3) ub:(z10)~(1/3); polarform{u0);
(%05) (1-%i) /3

Tl
(%06) 21/6 gpe 12
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(%i7) theta_1:(-%pi/12)+(2%%pi)/3;

(%07)
12

(%0i8) ul:(2™(1/6)) exp(%i®*7*%pi/12);
7 % ©

(%08) 21/8 9pe 12
(%i9) theta_2:(-%6pi/12)+4™%pi)/3;

(9%09) 2~
4

(%i10) u2:(2°(1/6)) " exp(%i™5*%pi/4);
polarform(u2);
Comei 1
(%o010) 21/8 - —)
’w'? Af2’
3 %i %
(%6011) 21/6 0pe 4

Ahora se pueden expresar las tres raices cubicas en forma bindmica:

(%i12) rectform{ud),numer; rectform(ul),numer;
rectform(u2),numer;

(%%012) 1.084215081491351-0.29051455550725 Yi
(%%013) 1.084215081491351 %i-0.29051455550725
(%014) -0.7937005259841 %i-0.7937005259841

Finalmente, se puede verificar que se han determinado las raices buscadas, calculando el

cubo de cada una de las raices cubicas y comprobando que el resultado es el numero
complejo inicial. En efecto:

(%il5) polarform{ud~3);
polarform{ul~3);

polarform{uz~3);

e

BE o
(%015) A2 %e *

b
(%016) /2 %e *

Sl =

(%017) A2 %e *
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