Tema 12

Introduccion a las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias

Objetivos:

1. Definir familias de curvas planas con wxMaxima. Representacion grafica.

2. Aprender la sintaxis de ecuaciones diferenciales con wxMaxima.

3. Aprender a resolver algunas ecuaciones diferenciales de primer orden. Tipo de
soluciones.

4. Aprenden a resolver algunas ecuaciones diferenciales de segundo orden. Tipo de
soluciones.

5. Estudiar algunas aplicaciones de las ecuaciones diferenciales

6. Estudiar la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales.
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12-1. Familias de curvas planas. Ecuacion diferencial de una familia de curvas.
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diferenciales ordinarias y sistemas.
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12-1.- Familias de curvas planas. Ecuacion diferencial de una familia
de curvas.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_12-1.wxm.

Una familia uniparamétrica de curvas planas es un conjunto de curvas en el plano que se
pueden representar en forma implicita para una ecuacion del tipo:

F(,y,C)=0, CeR

donde es C un parametro (es decir un nimero cualquiera), t es la variable independiente
e y es la variable dependiente. En ocasiones la ecuacion anterior permite expresar la
ecuacion en forma explicita:

y=f(t,C), CER

Ejemplo 12.1.1. EIl conjunto de curvas dado por la ecuacion y=Ct,C R es una

familia uniparamétrica de curvas planas (rectas que pasan por el origen). Veamos su
definicién y representacion gréafica con wxMaxima.

(%0il) f110x0:= 0.5%% f120x)=x% F120x ) =3%%
f14(x:=-05%% f150x)=-x% fle(x)=-3%x%
(%i7) wixplot2d([f11(x), f12(x), f13(x), f14(x), f15(x), f16(x)], [x,-2,2],
[style, [lnes, 2]], [legend, ™7,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 300] )5
6
4 L
2
0
(%at7) 5
4 L
_6 1 1 1 1 1 1 1
215105005115 2
X
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Ejemplo 12.1.2. EI conjunto de curvas dado por la ecuacion y=Ct?, C R es una

familia uniparamétrica de curvas planas (parabolas que pasan por el origen). Veamos su
definicion y representacion grafica con wxMaxima.

(%%il) f210x)=x"2% fa20x=2%0"2% Fa30x ) =3%0" 2%
f2400=-2"2% F35(x ) =-2%"24 F36(x ) =-2% 24
(%i7) wixplot2d([f31(x),f32(x),f33(x), F34(x), £35(x),f36(x)], [x,-2,2],
[style, [lines, 217, [legend, ™,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 300] )5
15
10
5
0
(%t7) 5
-10
-15

2-15-1-05005 115 2

X

Ejemplo 12.1.3. EIl conjunto de curvas dado por la ecuacion y=e*, acR es una

familia uniparamétrica de curvas planas (funciones exponenciales). Veamos su
definicién y representacion grafica con wxMaxima.

(%0il) fli(x=exp(05%0F fl2(x)i=exp(=)3
f120x i =exp(1.5%0F  fl40)i=axpl2®5
f2lix=exp(-0.5%0F 2200 =expl-x)3
f230xi=exp(-1.5%0%  f240:i=axp(-2%0%
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(%i9) wxplot2d([F11(x), F12(x), F13(x), FLA(x), 21(x), £22(x), F23(x), F24(x)], [x,-1,1],

[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 3007 )S

(o]

(%t9)

O = MW ot o

Ejemplo 12.1.4. El conjunto de curvas dado por la ecuacion y=2—¢e*, ac R es una

familia uniparamétrica de curvas planas (funciones exponenciales). Veamos su
definicion y representacion grafica con wxMaxima.

(%il) fl10)=2 - expl- 0.5%0F  f120x):=2 - exp(- 1.0%%
f13(x)=2 - expl(- 0.8%0F  fl4(x<)=2 - expi- 1.5%%

(%i5) wxplot2d([f11(x), F12(x), f13(x),F1403)], [x, 0, 8], [y, 1.0, 2.2],

[style, [lines, 2]], [legend, "],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 10] )5

22

2
1.8
- 16

Qath
(%t5) 14

1.2

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

X
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Una familia biparamétrica de curvas planas es un conjunto de curvas en el plano que se
pueden representar en forma implicita para una ecuacion del tipo:

F(t,y,C,,.C,)=0, C,C,eR

donde C,,C, € R son los parametros (es decir numeros cualesquiera), t es la variable

independiente e y es la variable dependiente. En ocasiones la ecuacion anterior permite
expresar la ecuacion en forma explicita:

y=f(tC,C,), C,C,eR

Ejemplo 12.1.5. El conjunto de curvas dado por la ecuacion
y =C, cos(2t)+C,sin(2t), C,,C,eR

es una familia biparamétrica de curvas planas (funciones trigonométricas). Veamos su
definicion y representacion grafica con wxMaxima.

(%il) fol(t)i=cos(2™) + sin(2*)F  S2(t)h=15%0s(2%) + 1.5%in(2%)%
1520t =cos(2%) - sin(2*0)% o4t =15%0s(2%) - 1.5%sin(2%)3%

(%i5) wixplot2d([f51(t), f52(t), FS3(t), F54(t)], [t,-4,4],

[style, [lines, 217, [legend, "7,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 10] )5

25
2
1.5

0.5

(%at5) 0.5
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Ecuacion diferencial de una familia de curvas planas.

Comencemos por el caso de una familia uniparamétrica. Si en la ecuacion de la familia
y=Ct?, C € R se calcula la derivada considerando que y = y(t) resulta:

y'(t) = 2Ct

Ahora se puede eliminar el pardmetro con las dos ecuaciones: la de la familia y su
derivada, obteniendose:

y'(t)=2[y]t = y'(t)z% = 2y—ty'=0

t

La Gltima ecuacion no contiene pardmetros y la cumplen todas las curvas de la familia.
Esta ecuacion, llamada ecuacion diferencial de la familia de curvas planas, contiene solo
la variable, la funcion y la derivada de la funcion. Esta ecuacion se llama ecuacion
diferencial ordinaria de primer orden (o de orden 1).

Con wxMaxima se procede de la manera siguiente. En primer lugar se escribe la
dependencia funcional que se asigna a las variables de la ecuacion:

(%il) depends ([y], [t]);

(%01) [y(t)]

A continuacion se escribe la ecuacion de la familia de curvas planas y se deriva la
ecuacion:

(%0i2) Eql: y=C"t"2;
Eq2: diff(Eql,t) ;
(%02) y=t>C
d
(%03) I 2tC

A continuacién se elimina el pardmetro entre estas dos ecuaciones con la instruccion
“eliminate”, que se aplica con la sintaxis que se ve a continuacion:

(%0i4) elminate([Eql, Eq2], [C]);

L

| {d |}
{':',-".:.04) [t: 2 y't!_ﬁ"f !_']

-

Finalmente se puede escribir la ecuacion diferencial de la familia de curvas:

FO TN adad s D FEVER S Y = [
(%i5) edol: 2%y-t*'diff(y,t) = 0;

i' d |
(%05) 2 y-t !-_d_ty,-': 0
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En el caso de una familia biparamétrica, como por ejemplo
y =C,cos(2t)+C,sin(2t), C,C,eR
se calcula la derivada considerando que y = y(t) resulta:
y'(t) =—2C,sin(2t) +2C, cos(2t), C,,C, R
Si se vuelve a derivar en la ecuacion anterior, se obtiene:
y”(t) = —4C, cos(2t) —4C,sin(2t), C,,C,eR

Ahora se pueden eliminar los pardmetros con las tres ecuaciones: la de la familia, su
derivada y la derivada segunda, obteniéndose:

y"+4y =0

Esta ecuacion no contiene parametros, la cumplen todas las curvas de la familia y se
Ilama ecuacion diferencial de la familia de curvas planas; contiene solo la variable, la
funcion y/o las derivadas de primer y segundo orden de la funcién. Esta ecuacion se
Ilama ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden (o de orden 2).

Con wxMaxima se procede como antes, pero ahora se trata de eliminar las dos
constantes. Veamos el procedimiento:

(%il) depends ([v], [t]);
(%01) [y(t)]
(%%i2) Eql: v = Cl%cos(27t) + C2%sin(2%t):

Eq2: diff(Eql, t) ;
Eq3: diff(Eg2, £ ) ;
(%002) y=sin(2t)C2+cos(2t)C1

d
(%03) Ty 2cos(2t)C2-2sin(2t)C1

dE
(%%04) F'}m -4sin(2t)C2-4cos(2t)Cl
t

(%ais) elilwwilwate(:EC|1, Eq2, E;|3:, C1,C2]0);
(%05) [-cos(2 t]idd—;y+4yj
(%4id) edo2: 'cliff(‘;,.-',t,23|+4==*;,-';I],:
(%06) d—2y+4'}r= 0
dt?
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En relaciéon a la ecuacién diferencial, la familia de curvas planas se llama solucion
general de la ecuacion diferencial y cada una de las curvas de la familia se llama una
solucién particular.

En una familia uniparamétrica, para calcular una solucién particular hace falta conocer
una condicion sobre la curva, llamada condicion inicial, expresada en general en la
forma y(0)=vy, o bien y(t,)=Yy, ; esta condicion permite calcular el valor del

parametro y determinar la solucion particular correspondiente. Por ejemplo en la familia
y =Ct* si la condicion inicial es y(2) =5 sustituyendo esta condicion en la solucion

: 5 - . 5
general se obtiene C = 2 y, por lo tanto, la solucién particular buscada es y = th :

Calculos con wxMaxima:

FOa AN o+ — AT
(%) w(t):=C"t"2
v =

.

Eql: v(2)=

4

(%01) y(£):=Ct2
(%02) 4C=5
(%i3) solve(Eql, C);

(%03) [ng]

(%i4) C=C:5/4;
5
(%04) C=—
4
(%i5) y=C*t"2;
5 t2
4

(%05) y=

En una familia biparamétrica, para calcular una solucion particular hay que conocer dos
condiciones: una condicion sobre la curva y otra sobre la derivada, llamadas
condiciones iniciales, expresadas en general en la forma

{y(O) =Y
y'0) =y

Estas condiciones permiten calcular el valor de los parametros y determinar la solucion
particular correspondiente. Por ejemplo en la familia

y =C,cos(2t) +C,sin(2t), C,,C,eR
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si las condiciones iniciales son:

|

y(0)=1
y'(0)=3

sustituyendo estas condiciones en la solucién general y en la derivada se obtiene

C =1 szg y, por lo

y= cos(2t)+gsin(2t) :

Célculos con wxMaxima:

tanto,

la solucion particular buscada es

(%oil) yv(t):=C1%cos(2%t) + C2%sin(2*t);
define ( Dy(t) , diff(y(t),t) ) ;
(%01) y(t):=Cl cos(2t)+C2sin(2t)
(%002) Dy(t):=2 cos(2t) C2-2sin(2t) C

(%i3) Eql: w(0)=1,
Eq2: Dy(0)=3;
(%03) C1=1
(%%04) 2C2=3
(%i5) C1=C1:1; C2=C2:3/2;
(%05) C1=1

(%06) C2=

[

(%i7) 'y(t) = (1) ;

3sin(2t)
(%o7) y(t) :T+ cos(2t)

10
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12-2.- Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 1. Sistemas.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_12-2.wxm.

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden 1 o de primer orden es una ecuacion
de laforma F(t,y,y")=0 enlaque t indicauna variabley y una funcién de t.

Resolver o integrar una EDO es determinar la familia de curvas que cumple la ecuacion.

Se llama solucion o integral general de una EDO de primer orden, una familia de
curvas planas de la forma ®(t,y,C)=0 que cumple la ecuacién diferencial, donde C

es un parametro o constante arbitraria.

Se llama solucién o integral particular de una EDO de primer orden, una curva plana
que forma parte de la solucion general, en la que se ha determinado el valor concreto del
parametro. Para determinar el parametro hay que tener una informacion que se llama
condicion inicial, dada generalmente mediante y(t,) =y, .

No es nuestro objetivo desarrollar una teoria completa de EDO, sino mostrar la
metodologia de resolucion con wxMaxima. En todo caso, se comentaran los principales
tipos de EDO de orden 1, la metodologia y sintaxis de calculo de la solucién general y
de una solucién particular y se comentaran los casos en que este proceso no se puede
llevar a cabo facilmente con wxMaxima.

Los tipos de EDO de orden 1 que se comentaran en este tema son los siguientes:
- De variables separadas (o separables)
- Lineales
- Reducibles a lineales (Bernoulli y Ricatti).

Hay otros tipos de EDO que en el contexto de un desarrollo teérico requieren desarrollar
la metodologia de resolucion; en este caso es irrelevante ya que el programa las resuelve
aplicando la misma metodologia.

12.2.1.- Ecuaciones de variable separadas

Una EDO de primer orden se llama de variables separadas o separables, si es de la
forma

P(t)+Q(y)y' =0.
También se escribe a menudo en la forma

P(t)dt +Q(y)dy =0.
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La solucién general de una EDO de variables separadas se obtiene calculando la integral
indefinida de las funciones P(t),Q(y) y se expresa mediante:

[Pt =—[Q(y)dy+C

Ejemplo 12.2.1. Resolver la ecuacion diferencial 2y'—y=0.
En primer lugar hay que escribir la ecuacion diferencial y asignarle una referencia:
(%il) EDO_vs1: 2%diff(y(t),t) - y(t) = 0;
(%01) 2 j;_dity(t);:-y(t) ~0

A continuacion hay que ir al mend “Ecuaciones” y seleccionar la opcion “Resolver
EDQ”, tal como se puede ver en la figura:

x
Ecuacion: IE
Funcion ,_—
Variable: Ix
Arceptar I Cancelar |

En la primera casilla hay que escribir la referencia asignada a la ecuacion diferencial: en
este caso es EDO_vsl. En la segunda casilla hay que poner la funcién con indicacion de
la variable independiente entre paréntesis: en este caso y(t). En la tercera casilla hay que
indicar sencillamente la variable independiente: en este caso t. Cuando se aplica esta
sintaxis, resulta:

(%0i2) ode2(EDO_vsl, vw(t), t);
(%02) y(t)= %c %e™ 2

Por lo tanto, la solucion general es la familia uniparamétrica y(t) =Ce"?, C € R . Si
se quiere resolver un problema de valor inicial, es decir, determinar una solucién
particular, hay que ir al mend “Ecuaciones” y seleccionar la opcién “Problema de valor
inicial (1)”, tal como se puede ver a continuacion:
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1 i X

Solucian: I%

Punto: |t=3'

Valor: I_ (0y=10 :'l

Aceptar I Cancelar |

En la primera casilla hay que escribir el signo “%” si esta instruccion se aplica
inmediatamente después de la anterior, ya que el programa interpreta que nos referimos
a la solucién general acabada de calcular. En la segunda casilla hay que poner el valor
de la variable independiente: en este caso t = 0. En la tercera casilla hay que indicar el
valor de la funcion en el punto anterior: en este caso y(0) = 100. Cuando se aplica esta
sintaxis, resulta:

(%i3) icl( % , t=0, y(0)=100);
(%03) y(t)= 100 %e"/ 2
También se puede calcular la solucién particular seleccionando la solucion en el output

de wxMaxima correspondiente y yendo al cuadro de dialogo anterior, donde se
observara que la solucion se engancha en la primera casilla. El resultado es

o | x|
Solucidn: |1-'it] =%c*ie” (t/2)

Punto: |t=-:r

Yalor: I_l (0)y=100

Aceptar I Cancelar

En wxMaxima se obtiene:

(%04) ic1( y(£)=%c*%e~(t/2) , t=0, y(0)=100);
(%04) y(t)= 100 %e"/ 2

Si se quiere se puede obtener una representacion grafica de esta solucion particular:
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(%6i5) y(£):=100%%e"(t/2)5

wixplot2d{[y(t)], [t, 0, 5], [vlabel, ™7 , [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 1007 )5
1400
1200 }

1000
800
600
400
200 |

0

(%6)

0 1 2 3 4 5

Ejemplo 12.2.2. Resolver la ecuacion diferencial y'—2(100-y)=0.

Veamos la resolucién con wxMaxima de acuerdo con el procedimiento descrito en el
ejemplo anterior:

(%il) EDO_vs2:diff(y(x),x)=2*(100-y(x));

(%01) E;j—x'}r{xj= 2 (100-v{x))

(%i2) ode2(EDO_ws2, v(x), X);
(%02) y(x)=%e 2 * (100 %e? X+ %c)
(%i3) expand(%a);

(%03) y(x)=%c Y%e > *+100

(%) ic1( % , x=0, y(0)=50);
(%04) y(x)=%e ™" (100 %e* *-50)
(%i5) expand(%a);

(%05) y(x)=100-50 %e 2 X
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(%aib) v(x):=100-50%%e~(-2%x)S
wxplot2d([v(x)], [x,0, 31, [vlabel, ™71 , [style, [ines, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 100] )5
100
a5
90
85
80
75
(%t7) 70
65
60
55
50

0 05 1 15 2 25 3

X

12.2.2.- Ecuaciones diferenciales lineales
Se llaman EDO lineales de primer orden las ecuaciones de la forma:
y+G(t)y=F(t)

donde F, G son funciones reales continuas y derivables en un cierto abierto Q Cc R . Si
F(t) =0 la ecuacién se llama homogénea y si F(t) = 0 la ecuacion se llama completa.

Como es sabido, la solucion general de la ecuacion completa se obtiene sumando la
solucién general de la ecuacion homogénea con una solucion particular de la ecuacion
completa, es decir:

Yt = Vi () + v, () = K e—fG(t)dt+ e—fG(t)dt f F(t)efe(t)dtdt, K cR

Ejemplo 12.2.3.- Consideremos la ecuacion diferencial t>—y=ty'; se trata de una
ecuacion lineal ya que se puede escribir:

y'+%y:t : G(t):%, F(t)=t

Veamos la resolucién con wxMaxima;
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(%i1) EDO_lin1:  t72 - y(t) = t = diff(y(t), t) ;

(%ho1) t2-y(t) =t .% '}r{t];:

(%i2) ode2(EDO_lin1, v(t), t);

£3
—+ 0%
3

(%602) y(t)=—

(%i3) expand(%a);

t2 O
(%03) v(t)= T+T

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion considerada es:

y(t)_Cl—Fﬁ CeR
t 3’

Obsérvese que la solucién general se da directamente y se puede interpretar cada uno de
los términos de acuerdo con la estructura de la solucién general comentada antes.

Si se quiere calcular una solucion particular, por ejemplo, la que cumple las condiciones
iniciales t=1, y(1) =5, se obtiene:

(%H) icL(y(t)=t"2/3+%c/t, t=1, y(1)=5);

(%04) y(t)=

t3+14
3t
(%i5) expand(%a);
2

t2 14
(%005) y(t)=—+—

3t

Finalmente se puede hacer una representacion grafica de esta solucion particular:

(%i6) y(£):=t~2/3+14/(3%)5
wxplot2d([y(t)], [t, 1, 101, [vlabel, ™1 , [style, [ines, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] |, [nticks, 1007 )3
35
30
25 G
20 G
15 |
10 |
5
0

(%t7)

123 45678 910
t
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12.2.3.- Ecuaciones de Bernoulli
Se Ilaman ecuaciones de Bernoulli las ecuaciones que tienen la forma general
y+G(t)y=F()y" neN

Obsérvese que si n=0,n =1 se trata entonces de una ecuacion lineal. Para resolver las
ecuaciones de Bernoulli se lleva a cabo el cambio de funcion definido por:

u=y" (n>2)
Entonces se cumple:

1 —n 1 1 1 n o
U=A-ny"y' = Y=y
—nN

Sustituyendo en la ecuacion inicial resulta:
u+@-—n)Gtu=EA-n)F{) (n>2)

gue es una ecuacién lineal y que ya se sabe cémo resolver.

Ejemplo 12.2.4. Se considera la ecuacion diferencial:
y'+2ty+ty* =0
Se trata de una ecuacion de Bernoulli:
y'4 2ty = —ty*; F(t)=—t, G(t) =2t
Veamos la resolucion con wxMaxima:

(%iL) EDO_berl: diff(y(t), t) + 25t5y(t) + t5y(t)4=0;

(%01) %‘f{t)+t y(t)* +2ty(t)=0

(%i2) ode2(EDO_berd, y(t), t);
log(y(t)+2)-log(y(t)?) 2

%%02 =—+ %
(%02) - S+ %

(%ai3) hjgccqjtract{gﬁ};

a
reyd
¥it)

Ing; —|

() +2) ¢

(%03) -—————=—+%c
6 2
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Ahora expresaremos la solucién en la forma mas simple posible:

(%) log((y(t)~3 + 2)/(y(t)"3))=3*t"2+C1;
oy y(t)7+2 ) 2
(%04) log ———|=C1+3¢t
| RN I |
Loyt
(%i5) ((y(£)"3+2)/y(t)"3)=exp(C1+37t"2);
y(t)+2 712
(%05) ———=%e"1 73~
y(t)”
(%i6) eql: (¥(£)"3+2)/y(t)~3=%e~(C1+3*t"2)S
solve(eql, v(t));
21/3 4[5 g5-21/3 21/3f37 051 421/3 21/3
(%07) [y(t)= o vt =- o ¥(t)=
2 (oeCl+3t% 1y 2('3.-'.:9‘:1*3*2-1:: ' (q_.»GEC1+3t2_]_:: :

Por lo tanto, la solucion buscada es:

(%68) y(t):=2~(1/3)/(%ee ™~ (C1+3*t"2)-1)~(1/3);

1/3
(%08) y(t):=

i 1_-'.3
(GeetlT3E-1)

Calculemos ahora una solucion particular, aplicando la condicidn inicial y(0) = 3. Se
tendré:

(%i9) y(0);

21_-'.3
(%09)
(%ee“1-1)

(%i10) eq2: v(0)=1;
solve(eqg2, C1);
21_-'.3
(%010) ——————=1
(%e1-1) H3

(%011) [Cl=log(3)]

1/3

Por lo tanto, la solucién particular es:

- (%il12) yp(t):=2~(1/3)/(%e™(log(3)+3%t~2)-1)"~(1/3);
21_-'-3
(%0012) yp(t):=

1/3
[ \I 2 - )
[':!-"-:El':'g (3) +3t=_ 1)
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Representacion grafica de esta solucion particular:

- (%il3) wexplot2d{[yp(t)], [t, 0, 3], [vlabel, ™7 , [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 1007 )5
1
0.9
0.8
0.7
0.6
05
(%t13) 04
0.3
0.2
0.1
0

0 065 1 15 2 256 3
t

12.2.4.- Ecuaciones de Ricatti

Se Ilaman ecuaciones de Ricatti las ecuaciones que tienen la forma general
y'=FRO+FOy+ ROy’
en la que, las funciones F,(t),F,(t), F;(t) son continuas y derivables en un cierto

intervalo abierto de la recta real. Para resolver una ecuacion de Ricatti se lleva a cabo el
cambio de funcion definido por:

1 :
y:fl-l-a, y:fl——z, u=

donde la funcion f (t) es una solucion particular de la ecuacion de Ricatti y que hay
que conocer previamente. Entonces sustituyendo en la ecuacion de Ricatti resulta:

u'+ (R, (1) + 2R, (t) f, (1) )u = —F; (1)

que es una ecuacion lineal y que ya se sabe como resolver.

Ejemplo 12.2.5. Se considera la ecuacion diferencial de Ricatti:

tt—1)y'—(1—2t)y+y*—2t=0
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Veamos como se puede resolver con wxMaxima:
(%il) EDO_ ricl: t“[t-i‘n”cliff(*-{t], t) - (1-2%t)%y(t) + y(t)"2 = 2%;

(%01) (t- 1]tn—‘f{t]-+‘f{t} (1-2t)y(t)=2t

(%i2) ode2(EDO_ricl, v(t), t)
(%02) false

Como podemos observar, el programa no la puede resolver con esta instruccion.
Aplicaremos la metodologia de resolucion expuesta para este tipo de ecuaciones. En
primer lugar observamos que la funcion f (t)=1 es una solucion particular de la

ecuacion, con lo que haremos el cambio de funcion definido por:
(%i3) y(t):=1+1/ult);

(%03) y(t):= 1+ﬁ

Ahora calculamos la derivada y sustituyendo en la ecuacion dada:

(%) diff(y(t), £);

d
Fu(t.

(Ya04) -
L||:t,:2
(%i5) EDO_ ric2' t”(t-l“”(-'tliff{u(tl t1)/u(t)™2) - (1-250)%y(t) + v(t)"2 = 2%

(d
(t-1) t|—LII:t - - 2

dat 1 1
(%%05) - —(1- Etj —+1+—+1 =2t
u(t)? J ()

(%i6) ratsimp(%a);
o Ij Y
(t2-1) Iﬁ“(t:: :-2 t Lll:t::2+(-2 t-1)uft)-1

(%06) ———————— - =2t
uft)

Simplificamos esta ecuacion:

(%i7) EDO_ric3: (£~2-4)*(dliff(u(t),t, 1)) + (-2*t-1)*u(t) - 1

LA

I}
=

(%07) (£2-t) % u(t) '::+(-2 t£-1)u(t)-1=0
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Calculamos la solucién general de esta ecuacion
(%i8) ode2(EDO_ric3, u(t), t);

4 1
(t—l::3: Bac-

3

Ll
T

9t2+9t-
(%08) u(t)= i

-
3

-

Simplificando nuevamente, se obtiene:

(%i10) u(t):=C=(t-1)"3/t - 1/(3%t);
(%010) u(t):= = ? —
t t

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién considerada es
- (%i012) Y(B)=y(t);

(o6012) y()=——

+1
1)-C 1
t

Podemos simplificar esta expresion:
(%0i13) ratsimp(%);

(3t3-9t%+9t-3)C+3¢t-1
(%0013) y(t)=

(3t3-0ti+0t-3)C-1
(%0il4) y(t):=(3*C*

(133 +3% - 1)/ (3FC*(t-1)"3 - 1);
3C(t-1)7+3t-1
(Yaol1d) y(t):=

3C(t-1)°-1

Ahora calcularemos la solucién particular tal que y(2) = 2

(': 2il5) egs: vw(2)=2;
DI »:(n:cp C);

[D

_7
(%016) [C==]
Por lo tanto:

(%i17) yp():=(3*(7/3)*(t-1) " 3+3E-1)/ 37/

(t-17+3t-1

-1

3)5(e-1)"3-1);

LpJ|

(%017) yp(t):=

[0%]
L | =l

—(t-1)°-1
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Representacion grafica:

- (%0il8) wxplot2d{[yp(t)], [t, 2, 51, [viabel, "] , [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 1007 )S
2
19
1.8
1.7
16
15
(%t18) 1.4
13
1.2
1.1
1

2 25 3 35 4 45 5
t

12.2.5.- Sistemas de EDO de primer orden

Un sistema de EDO de orden 1 o de EDO de primer orden es un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de la forma:

X = £ (%X, Xy, X, )
X, =, (6, X, Xy, X, )

Xp =, (6%, %0, X, )

Un caso particular muy importante es el de los sistemas de EDO lineales de orden 1,
que son sistemas de EDO en el que las funciones del segundo miembro de cada
ecuacion son combinaciones lineales de las variables dependientes; estas combinaciones
pueden ser de coeficientes constantes o no. Asi, un sistema de EDO lineales de primer
orden es:

X = a; (t)x, +ay(t)x, + -+ a7 (t)x,
Xé = af(t)x1+a§(t)x2 +"'+a§(t)xn

X, =ay (t)x, +a; (t)x, +--+ay (t)x,

A continuacion ilustraremos la metodologia de resolucién de sistemas de EDO de
primer orden con wxMaxima.
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Ejemplo 12.2.6.- Se trata de resolver el sistema de EDO de primer orden:

X'+y —x=2t+1
2x' +2y' +x=t

En primer lugar se trata de escribir cada una de las EDO del sistema y asignar en cada
caso una referencia:

(%i1) EDO_ta: 'diff(x(t), t) - x(t) + 'diff(y(t), t) = 2%t + 1;
EDO_1b: 25'diff(x(t), t) + x(t) + 2='diff(y(t), t) =t

(%01) %y(tﬂi x(t)-x(t)=2t+1
(%02) 2 :;dit‘f[tjjh 2 % }c{tj;:+ x(t)=t

A continuacion hay que escribir la instruccion que lleva a cabo el calculo de la solucién
general del sistema, que en este caso es la instruccion “desolve”:

(%i3) desolve( [EDO_1a, EDO_1b] |, [x(t), v(t)] );

2 t2 4t 3y(0)+3x(0)+2
(%03) [X(t)=-t-5, y(t)=5++—
e e

-
o

Si se quiere calcular una solucion particular, hay que ver las condiciones iniciales
necesarias para hacerlo, que dependen del nimero de parametros de la solucion general;
en este caso hay dos y la sintaxis con wxMaxima es:

(%) atvalue(x(t), t=0, -2/3);
atvalue(y(t), t=0, 1);
2
(%04) -=
(9%05) 1

Finalmente se pide al programa el célculo de la solucidn particular que corresponde a
estas condiciones iniciales:

(%i5) desolve( [EDO_1a, EDO_1b] |, [x(t), v(t)] );
+2

(%06) [x(6)=-t-5, Y() = +5+1]

Como en ejemplos anteriores, ilustramos esta solucion particular con una representacion
grafica, que tiene como paso previo la definicion de las soluciones particulares como
funciones:
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(%i7) x(£):=t-2/35 y(t):=t~2/2+(4%t)/3+15
wxplot2d([=(t), v(t)], [t, 0, 10], [legend, "x(t)", "v(t)"] , [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 100] 35
70
60
50
40
30
20
10
0

(%t9)

Ejemplo 12.2.7.- Se trata de resolver el sistema de EDO de primer orden:

X' +2y' —3x+ 4y = 2sin(t)
2X' +y 4 2x—y=t

Escribiremos cada una de las EDO del sistema y asignaremos en cada caso una
referencia:

(%il) EDO_2a: 'diff(x(t), £) - 3%x(t) + 2% 'diff(v(t), £) + #¥v(t)= 2%sin(t) ;
EDO_2b: 2%'diff(x(t), t) + 2*x(t) +  'diff(y(t), t) -y(t) =t ;

(9%01) 2= y(1) = x(0)+ 4 Y(D)-3 x(E)=2 si(t)

(%02) %y(m 2 % }c{t)i.;—‘}f{t)+2 x(t)=t

A continuacion calcularemos la solucién general del sistema:

{%ai3) desolve( [EDO_2a, EDO_2b] , [x(t), v(t)] );

t
7sin(t) 9cos(t) (45y(0)+60x%(0)+243) %e > (875y(0)-975%(0)+36) %" 4t 54 18 sin(t)
(%003) [x(t)=- - + - +—-—,ylt)= -
65 63 105 2275 5 25 &3
A3

14 cos(t) (43 y(0)+60x(0)+243) %e 7 (1300 y(0)-1300x(0)+48)%e™* " 3t 53

+ + +——1

&5 105 2275 5 25

Para calcular una solucion particular, hay que introducir ahora las condiciones iniciales
necesarias par hacerlo:
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(%H4) atvalue(x(t), t=0, 2);
atvalue(y(t), t=0, 3);
(%04) 2
(%05) 3

Finalmente calcularemos la solucién particular que corresponde a estas condiciones
iniciales:

(%0id) desolve{ [EDO_2a, EDO_2b] , [x(t), v(t)] );
t
7sin(t) 9cos(t) 166%e ° 1011%e 5% 4t 54 18 sin(t) 14 cos{t) 166 %e 5 1348%e 3¢ 3t
- + - +—-—,y(t)= - + + +—
65 65 35 2275 5 25 65 65 35 2275 5

]

(%0B) [x(t)=-
53
_E]

Como en ejemplos anteriores, ilustramos esta solucion particular con una representacion
gréafica, que tiene como paso previo la definicion de las soluciones particulares como
funciones:

(%9} wixplot2d([x(t), v(t)], [t, 0, 101,  [legend, "x(t)", "w(t)"] , [style, [lnes, 277,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid;"] , [nticks, 1007 )3

6.5
6
5.5
5
45
4
35
(%t9) 3
25
2
15
1
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12-3.- Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden 2

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_12-3.wxm.

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden 2 o de segundo orden es una
ecuacion de laforma F(t,y,y',y")=0 enlaque t indica una variable y y una funcion

det.
Resolver o integrar una EDO es determinar la familia de curvas que cumple la ecuacion.

Se llama solucidn general o integral general de una EDO de primer orden, una familia
de curvas planas de la forma ®(t,y,C,,C,)=0 que cumple la ecuacién diferencial,
donde C;, C, son dos parametros o constantes arbitrarias.

Se llama solucion particular o integral particular de una EDO de orden 2, una curva
plana que forma parte de la solucién general, en la que se han determinado los valores
concretos de los pardmetros. Para determinar los pardmetros hay que tener una
informacion que se llama condiciones iniciales, dadas generalmente mediante

{Y(to) =Y
Y'(t) =Y

Como en el apartado anterior, no es nuestro objetivo desarrollar una teoria completa de
EDO, sino mostrar la metodologia de resolucion con wxMaxima. En este caso, se vera
la metodologia para resolver una EDO de orden 2 y se comentard un tipo de EDO de
orden 2 de importancia especial: las EDO lineales de coeficientes constantes.

Ejemplo 12.3.1.- Se quiere resolver la EDO de orden 2
y"—y(y)' =0

VVeamos como se puede resolver con wxMaxima. En primer lugar se introduce la
ecuacion y se le da una referencia:

(%i1) EDO_t: 'diff(y, t, 2) - y*'diff(y, )3 = 0;

Ijr:’
dte

-
a

{ d |
% Wiy =
(%01) ¥ y'._dty,- 0

A continuacion se aplica la instruccion para la resolucién de ecuaciones diferenciales:

(%i2) ode2(EDO_1, v, t);
vy +6 2kl y

(%02) - =t + %k2
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Esta es la solucidn general, que contiene dos parametros. Para calcular una solucion

particular aplicaremos unas condiciones iniciales:

(%i3) ic2(%, t=0, y=0, 'diff(y,t)=2);
3_3 r.(rl.z_l_l“:

(%03) —————=t

(%i4) ratsimp(%a);

2 ,."+_-. y

(Yo04)

Ahora podemos obtener una representacion grafica; en este caso podemos hacerlo con la

curva dada en forma implicita:

(%i3) lbad{draw)s
wxdraw2d{ grid = true, lne_ty pc = solid, lne_width = 2, color = blue,
implick( (2%y~3+3%y)fo=t, t, -2.0, 2.0, v, -2,2)

IR
Pl

(%t6)

-2 -1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.5 2

(%06) [ gr2d(implicit) ]

Ejemplo 12.3.2.- Se quiere resolver la EDO de orden 2
2y// ty +4y O

Veamos cémo se puede resolver con wxMaxima. En primer lugar se introduce la
ecuacion y se le da una referencia:

(%oil) ED:I 2 t“‘ cllff(,, t, 2) -t ®'diff(y, t) + 4%y = (;
{ dz
(% Gljt —‘;.-f t.—‘}-f.+4‘}r 0
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A continuacion se aplica la instruccion para la resolucion de ecuaciones diferenciales:

(%i2) ode2(EDO_2, v, t);
(%02) y =t (%k1 sin(+3 log(t))+ %k2 cos(~3 log(t)))

Esta es la solucion general, que contiene dos parametros. Para calcular una solucion
particular aplicaremos unas condiciones iniciales:

(%i3) ic2(%, t=1, y=1, 'diff(y,t)=2);

. :'fSin[f\J?IDg[t::::
(%03) ‘}f=t|~T+ COSE:'\I? |0g(t:l:l;'
(%) expand(%o);

tsin(~f3 log(t))
(%04) y = Fug( Z +t cos(+3 log(t))

Ahora podemos obtener una representacion grafica; en este caso podemos hacerlo con la
curva dada en forma implicita:

(%i5) load(draw)s
wxdraw2d( grid = true, line_type = solid, line_width = 2, color = blue,
implicit( y={t*sin(sqrt(3)*log(t)))/sqrt(3)+t*cos(sqrt(3)*log(t)) |, £, 1, 10, v, -12,2)

3
|

rat: replaced 1.732050807568877 by 5042/2911 = 1.732050841635177
rat: replaced 1.732050807568877 by 5042/2911 = 1.732050841635177
rat: replaced 1.732050807568877 by 5042/2911 = 1.732050841635177

2

el
-2 |
- |

%t
s)| |

1 2 3 4 a 6 7 8 a9 18

(%06) [ gr2d(implicit)]

Si se prefiere hacer una gréfica con la solucion dada en forma explicita primero hay que
definirla:

(%i7) w(t):=(t*sin(sgrt(3)*log(t)))/sqrt(3)+t*cos(sqrt(3)*log(t));

i *\E'I 1) o
(%07) y(£): = an“” +t cos(3 log(t))
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Y ahora ya se puede hacer la representacion grafica:

(%t8)

12 3 45678 910
t

Ejemplo 12.3.3.- Se quiere resolver la EDO de orden 2

y”—%y'+?—2’= 2t—1

Introducimos la ecuacién y le damos una referencia:

(%il) EDO_3: 'diff(y, t, 2) - (3/t) * 'diff(y, t) + (3/t°2)%y = 2%t - 1;

S(d )
2 N I-.|:| t l'r" 3 '-r.'
0 -~ — _
(,nﬂijdtz'}r : +t2 2t-1

A continuacion se aplica la instruccidn para la resolucion de ecuaciones diferenciales:

(%i2) ode2(EDO_3, v, );
2t log(t)-t?+2t2 3
('3,-’602:] y= . 40k £ k2t

(%i3) expand(%a);

- 5 2
(%03) y=t> log(t)+ %k1 t"‘—?+t2+ %k2 t

Esta es la solucion general, que contiene dos parametros. Para calcular una solucion
particular aplicaremos unas condiciones iniciales:
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(%eM) ic2(%, t=1, y=1, 'diff(y,t)=2);
3 2t

(%004) y=t"log(t)-—+t"+-

(%i3) expand(%a);

- t3 t
(%05) y=t> log(t)-—+ t2 +5

Ahora podemos obtener una representacion gréafica; en este caso podemos hacelo con la
curva dada en forma implicita:

(%aid) load{draw)s
wxdraw2d( grid = true, line_type = solid, lne_width = 2, color = blue,
implicit] v=t~3%log(t)t"~3/2+t"2+t/2 , 1, 1, 2, v, 0,8)
A

)
A

(%t7)|

(%0o?) [ gr2d(implicit) ]
Se trata a continuacion de estudiar un tipo concreto de EDO de orden 2: las ecuaciones
diferenciales lineales de segundo orden y de coeficientes constantes.

Se llaman ecuaciones diferenciales lineales de sequndo orden y coeficientes constantes
las de la forma:

ay'+tay+ay=F(@t), a,a,3,cR, a,=0

Si F(t) =0 laecuacion se llama homogénea; si F(t) = 0 entonces la ecuacion se llama
completa.

Recordemos que si D indica el operador derivacion, es decir, la aplicacion lineal que
asigna a una funcion derivable su funcion derivada, entonces la ecuacion se puede
escribir:
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a,D’y+aDy+ay=F(), a,a,a,cR,a,=0

y también:
(a,D*+aD+ay)l)y=L(D)y=F(t), a,a,3cR, a,=0

La metodologia de resolucion de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden y
coeficientes constantes se fundamenta en el resultado que se enuncia a continuacion.

Teorema.- Si y,, (t) designa la solucion general de la ecuacion homogénea L(D)y =0
y Yo (t) es una solucion particular de la ecuacion completa L(D)y = F(t), entonces la
solucion general de la ecuacion completa es y(t) =y, (t) + vy, (t).

Por lo tanto, en virtud del teorema anterior, para resolver una ecuacién diferencial lineal
de segundo orden y coeficientes constantes hay que calcular por un lado la solucién
general de la ecuacion homogénea asociada y por otro calcular una solucion particular
de la ecuacion completa. Esto comporta desarrollar una metodologia para la resolucién
de la ecuacion homogénea y otra para calcular una solucién particular de la ecuacién
completa; el método aplicado clasicamente se conoce como método de variacion de los
parametros. Con wxMaxima no hace falta aplicar este procedimiento, ya que se obtiene
directamente la solucion.

Ejemplo 12.3.4.- Se trata de calcular la solucion general de la ecuacion diferencial
y"4+4y =12t.
Introducimos la ecuacion y le damos una referencia:

LA ATSE

(%il) EDO_4: diff(y(t), t, 2) + 4%y(t) = 12%t;

<

d
(%01) —
dte

vit)+4y(t)=12¢t
A continuacion se aplica la instruccion para la resolucién de ecuaciones diferenciales:

(%i2) ode2(EDO_4, v(t), t);
(%002) y(t)="%kl sin(2 t)+ %k2 cos(2t)+ 3t
Esta es la solucion general, que contiene dos parametros. Observamos que los primeros
dos términos corresponden a la solucion general de la ecuacion homogénea asociada; en
efecto:

(%i3) EDO_S: diff(y(t), £, 2) + 4%y(t) = 0,

y(t)+4y(t)=0

4

d
%03) —
(%03)
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(%i4) ode2(EDO_S, v(t), t);
(%o4) y(t)= %kl sin(2 t)+ %k2 cos(2 t)

Para calcular una solucion particular aplicaremos unas condiciones iniciales:
(%i5) ic2( y="%k1*sin{2*t)+%k2*cos(2*t)+3%t , t=0, v=3, diff(y,t)=2);

sin(2t)
(%05) y=-

+3cos(2t)+3¢

Ahora podemos obtener una representacion gréfica; en este caso podemos hacerlo con la
curva dada en forma implicita:

(%0i6) load(draw)s
wxdraw2d( grid = true, lne_type = solid, lne_width = 2, color = blue,
implicit] y=-sin{2*t)/2+3*cos(2%)+ 3% , t, 0, 10, v, 0,40)

)
Pl

40

35

(%t7)

(%o?) [ gr2d(implicit) ]

32 Tema 12: Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias



12-4.- Introduccion a los métodos numeéricos de resolucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias y sistemas

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_12-4.wxm.

A pesar del gran nimero de métodos que permiten el calculo de la solucién de una
ecuacion diferencial ordinaria o de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, en
muchos casos el calculo de la solucion analitica puede resultar inabordable o, incluso,
imposible por la no existencia de solucion analitica. En estos casos se puede recurrir a
métodos aproximados, los mas importantes de los cuales son los métodos numéricos. La
potencia de calculo de programas como wxMaxima proporciona una herramienta muy
util para resolver estas situaciones. En este apartado se describe la metodologia y la
sintaxis para resolver EDO mediante metodos numeéricos, en particular el método
programado en wxMaxima que se conoce como método de Runge-Kultta.

La metodologia consiste esencialmente en dividir el intervalo [a,b] en el que se quiere
calcular la solucion mediante un conjunto de puntos P = {to,tl,...,tn} Ilamado particién
en el que h=t_, —t,  es constante y fijado por el usuario. Esto da lugar a un conjunto
de intervalos [t,,t, ] en el extremo de los que se aproxima el valor de la funcion

solucion particular de la ecuacion diferencial. No entraremos en detalles sobre la
precision del método y el célculo de la cota del error cometido; en este Curso se trata
sencillamente de ilustrar la aplicacion del método de Runge-Kutta de cuarto orden
implementado en wxMaxima, cosa que haremos mediante los ejemplos que siguen.

Ejemplo 12.4.1.- Se trata de calcular la solucién particular de la ecuacion diferencial
tt—1)y —(1—2t)y+y? =2t.

con la condicion inicial y(0) =2 . Observad que se trata de la ecuacién de Ricatti que

se ha estudiado en el Ejemplo 12.2.5. Introducimos la ecuacion y le damos una
referencia:

(9%i1) EDO: t(E 1PRdIfF(y (), £) - (1-2%%(E) + y(£)°2 = 2%

(%01) (t- 1]t[iy(t]]+~f(tj2—(l—2 Byit)=21t

Como se recordara, wxMaxima no puede calcular la solucion general de esta ecuacion
diferencial con la instruccion al efecto, aunque sabemos que esta solucién analitica
existe. Asi, recordemos que la respuesta de wxMaxima es:

(%6i2) ode2(EDO, vwit), 1)
(%oo2) false
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Nos proponemos pues calcular la solucion particular de la EDO con el método de
Runge-Kutta, para lo cual primero en primer lugar obtendremos de forma explicita la
derivada de la funcion:

(9%i3) EDO_1b : (t LD (D (07 2-( 1-2%0) Ry (D)= 2%
(%03) y(£F +(2 - 1)y(t)+(t- 1) tDy(t)=2t

(%04 solvel [EDO_1b] , [Dyit)]

v (DE (2 t-1) y{t}—zt]

(%ood) [Dyit)=- .
t=-t

Veamos ahora la sintaxis del método. Antes limitaremos el nimero de cifras decimales
de las aproximaciones numéricas de la solucion:

(%S fpprintprec @ 59

(%i6) solucl: ki [-(y 24+ (2% 1P%-2%0/ (> 2-0) 1, [v] [21, [t 2,5, 0.1] );

(%06) [[2,2],[2.1,17575],[2.2,15948],[ 2.3, 1.4799],[ 2.4, 1.3954],[ 2.5, 1.3315 ], [ 2.6, 1.2819], [ 2.7,
1.24267,[2.8,1.21097,[2.9,1.1851],[3.0,1.1636],[3.1,1.1457],[ 3.2, 1.1306 ],[ 3.3, 1.1176 ], [ 3.4, 1.1065 ],
3.5,1.0969],[3.6,1.0885],[3.7,1.0812],[3.8,1.0747],[3.9, 1.0689],[4.0, 1.0638 ], [4.1, 1.0593 ], [ 4.2, 1.0
1,[4.3,1.0515],[4.4,1.0482],[45,1.0451],[4.6,1.0424],[4.7,1.0399],[ 4.8, 1.0376],[4.9,1.0355],[ 5.0,
1.0336]]

La solucién se da en forma de lista con los pares de valores que corresponden a la
variable independiente y la variable dependiente. Precisamente en la instruccion anterior
se asigna un nombre a esta lista y esto permite ahora obtener una representacion gréafica:

(%) weplot2d( [ [discrete, solucl] ], [stvle, [points, 1, 1, 2] ] %
2

1.9 r
1,8
1,7 r
1.6 &

o 1.5 .

(96t5)

1.4 @

1.3 ¢ -

1.2 * .

1.1 r

(9606)
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Si se quiere se puede cambiar el formato de la representacion grafica:

(%7 ) weplot2d( [ [discrete, soluci] 1, [style, [ines, 2, 117
2
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Ejemplo 12.4.2.- Se trata de calcular la solucion particular de la ecuacién diferencial
(100 —t°)y’ —cos(t) =0.

con la condicion inicial y(0)=0.01.

Introducimos la ecuacion y le damos una referencia:

(%il) EDO: (100 - o6 diff iy (), £) - cos(t) = 0,

(%h01) (lﬂﬂ—tﬁj[i v(tj]—cos(tj: 0

Para obtener la solucion establecemos ahora una precision numérica de los resultados de
wxMaxima:

(%6i2) fpprintprec @ S %

Ahora calcularemos la solucion particular con el método de Runge-Kutta, para lo cual
hay que tener de forma explicita la derivada de la funcién, que en este caso es
inmediata. Veamos el resultado:

(%) solucl: rkf [ cos(t)/(100 - £~8) 1, [v], [0.017, [t, 0, 1, Q0] )

(%04) [[0,001],[0.05,0,0105],[0.1,0011],[0.15,0.0115],[0.2,0.012],[0.25,0.01251,[0.3,0.013],[0.35
,0.01347,[0.4,0.0139],[0.45,0.0143]1,[0.5,0.0148],[055,0.0152],[0.6,0.01561,[0.65,0.0161],[0.7,0.01¢
1,[0.75,0.01681,[0.8,0.0172],[0.85,0.0175],[0.9,0.01781,[0.95,0.0181],[ 1.0,0.0184 1]
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La solucién se da en forma de lista con los pares de valores que corresponden a la
variable independiente y la variable dependiente. Ahora podemos obtener una
representacion gréfica:

(%% ) weplot2d( [ [discrete, sclucl] ], [style, [points, 1, 1, 2]]

a.819

8.018 | . ° 1
8.817 +
8.816 *
8.815 N

(20tE) 0,614 *

8,813 @

a.812 *

8,011 *

8,81

(Y05
Ejemplo 12.4.3.- Se trata de calcular la solucion particular del sistema de ecuaciones

diferenciales:

x, = —0.2x, +0.3x,
X, =0.1x —0.4x,

con las condiciones iniciales x,(0) =1,x,(0) =3.
Introducimos las ecuaciones del sistema:

(%) edol: 'diff(x1, ti= -0.2%1 + 0.3%x2;
edoz: 'dff(xz, ti= 0.1%1 - 0.4%x2;

d
(%ood) EM:D.B x2-0.2x%1

d
(%005 EX2=D.1 x1-0.4x2

Ahora introducimos las condiciones iniciales, los puntos inicial y final del intervalo en
el que se quiere obtener la solucidn, el paso o amplitud de los intervalos en que se
divide el intervalo anterior y se calcula el nimero de intervalos:
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(%it) =1_0:1; w013
tni=t:0.0,  t fin=t1:10.0; Pas=p:0.5;, n_nt=n_nt:(tl - t0)/0.5;
(%606 1
(%o7) 3
(%08) tin=0.0
(%609 t_fin=10.0
(Yool Pas=05
(%011} n_int=20.0

Para obtener la solucion establecemos ahora una precision numérica de los resultados de
wxMaxima:

(%0i2) fpprintprec © 5 %

Ahora calcularemos la solucion particular con el método de Runge-Kutta, para lo cual
hay que tener de forma explicita la derivada de cada una de las funciones, que en este
caso es la forma en que se ha expresado el sistema. Veamos el resultado:

- (%4i12) solucio_LW: rki[ - 0.2%1 + 0.3%2 , 0.1%] - 0.4%:2], [1, x2], [x1_0, x2_07, [t, 0, t1, p1);
(%013) [[0.0,1,3],[0.5,1.2961,2.5088],[ 1.0, 1.5014,2.1179],[ 1.5, 1.6374, 1.8055],[ 2.0, 1.7204, 15545 ][
2.5,1.7634,1.3518],[3.0, 1.7762, 1.1871],[ 3.5, 1.7665, 1.05231,[4.0, 1.7403,0.9417,[4 5, 1.7021,0.848 ], [S
1.6554,0.771],[5.5,1.602,07051,[6.0, 1.5468,0.6481,[6.5, 1.4886,06],[7.0,1.4294,0.557 ],[ 7.5, 1.3701,
05197,[£.0,13113,0.4861,[8.5, 1.2537,0.456 1, [9.0, 1.1975,0.4297,[9.5, 1.1429,0.404 ], [ 10.0, 1.0902,0.38

1]

La solucion se da en forma de lista con los ternas de valores que corresponden a la
variable independiente y a cada una de las variables dependientes. Esto obliga a hacer
algunas operaciones para obtener las listas correspondientes a cada una de las variables.
Los detalles de la sintaxis se justificaran en el Apéndice dedicado a Algebra Lineal.

(%0i14) M1matrix]
[0.0,1,3],[0.5,1.2961,2 5088],[1.0,1.5014,2.11797,[1.5,1.6374,1.8055],[2.0,1.7204,1.5545],
[2.5,1.7634,1.3518],[3.0,1.7762,1.1871],[3.5,1.7665, 1.0523],[4.0,1.7403,0.941],
[4.5,1.7021,0.848],[5.0,1.6554,0.771],[5.5,1.603,0.705],[6.0, 1 5468,0 648],[6.5, 1.4886,0.6],
[7.0,1.4294,0557],[7.5,1.3701,0.519],[8.0,1.3113,0.436],[8.5,1.2537,0 456,
[9.0,1.1975,0.429],[9.5,1.1429,0.404],[ 10.0,1.0902,0.381]
J

(%il1S) MIT ranspose(M1)%

T first(M1T )% ' lizecond(MI1T )3 ¥ 2:third(MAT )

(%i19) Listl:makelist([T[n],Y1[n]], n, 1, 1 + n_nt)$
List2:makelist([T[n],¥2[n]], n, 1, 1 + r_nt)$

Ahora se puede obtener la representacion grafica de cada una de las listas, es decir, de
cada una de las soluciones del sistema:
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{921 wxplotad(
[ [discrets, Listl], [discrets, List2] ],
[style, [ines, 2, 1], [lnes, 2, 2], [lines, 2, 2] ]
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Veamos a continuacion un clasico de los sistemas de EDO: las ecuaciones de Lotka-
Volterra que expresan la relacion entre el nimero de individuos de un ecosistema
predador y presa. En este caso N1 indica el numero de presas (liebres) y N2 indica el
nimero de predadores (linces). Los valores de los pardmetros de las ecuaciones se
obtienen a partir de datos experimentales por regresién multivariante.

Ejemplo 12.4.4.- Se trata de calcular la solucion particular del sistema de ecuaciones
diferenciales:

Nllz a1N1 _aleNz
Nzl = _blNl +b2N1N2

con las condiciones iniciales N,(0) =30,N,(0)=6.

Introducimos las ecuaciones del sistema:

(%) edol dff{MN, = alMN1 - 22%41M42,
edo2:'diff(N2, £)= - b1MNZ + b2M1M2;

d
(Yood) ENI:EI Mi-a2M1M2

d
(%605 ENE:bE MN1M2-b1MNz2
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Ahora introducimos las condiciones iniciales y los parametros de las ecuaciones
diferenciales:

(%06 IM1_0:30; NZ_0i6;
al.0.5e54, az2:0.0245; bi1.0.8267, bz.0.0219;
(%06) 30
(%a7) 6

(%08) 0.565

(%09) 0.0245
(%010} 0.827
(%011) 0.0219

Ahora introducimos los puntos inicial y final del intervalo en el que se quiere obtener la
solucidn, el paso o amplitud de los intervalos en que se divide el intervalo anterior y se
calcula el nimero de intervalos:

(%il2) t_ni=t0:0.0;  t fin=t1:20.0; Pas=p:0.5;, n_nt=n_nt:(tl - 10,05,
(%012) t_ini=0.0
(%013) t_fin=20.0
(%00l Pas=05
(%015) n_int=<0.0

Para obtener la solucion establecemos ahora una precision numérica de los resultados de
wxMaxima:

(%0i2) fpprintprec @ 5 %

Ahora calcularemos la solucion particular con el método de Runge-Kutta, para lo cual
hay que tener de forma explicita la derivada de cada una de las funciones, que en este
caso es la forma en que se ha expresado el sistema. Veamos el resultado:

(%17 solucio_LV: rk([ a1M1 - a2MNIM2, - bIMN2 + b2ANIAN2T, [N1, N2T, [N1_0, N2_07T, [t, ©, t1, p]);
(%017 [[0.0,30,6],[05,37.062,5.721],[ 1.0,45.805,5.9473],[ 1.5,56.232,6.8679],[ 2.0,67.82,8.9548 ],
2.5,78.782,13.243],[3.0,84.883,21.613],[3.5,79.734,35.646 ], [4.0,61.802,51.611],[4.5,40.965,59.755 ],
5.0,26.386,56.753],[5.5, 18.405,47 734, [6.0, 14.477,37.697 |, [6.5, 12.794, 28905 ], [ 7.0, 12,455, 21.932],
7.5,13.065,16.6691,[8.0, 14,488, 12.811],[8.5, 16727, 10.046 ],[ 9.0, 19.871,8.1114],[ 9.5, 24 073 ,6.8174 ],
10.0,29.533,6.0399],[ 10.5,36.474,5.7259 ], 11.0,45.087,5.9101],[ 11.5,55.396,6.7669 ],[ 12.0,66.937,
8.73961,[125,78.055, 12.808],[ 13.0,84.734, 20,793 ], [ 135, 80.615,34.4241,[ 14.0,63.416,50 564 ], [ 14.5,
42,366,59.561,[ 15.0,27.223,57.265 ], [ 155, 18.835,48.491],[ 16.0, 14.678,38.423],[ 165, 12,867, 29.504 ],
17.0,12.445,22.393],[ 17.5,12.991, 17.011],[ 18.0, 14.355, 13.06 ], [ 18.5, 16.529, 10.222],[ 19.0, 19.601,8.23;
1,[195,23.717,6.8958],[ 20.0, 29.075,6.0823 1]

La solucion se da en forma de lista con las ternas de valores que corresponden a la
variable independiente y a cada una de las variables dependientes. Esto obliga a hacer
las operaciones que se han comentado en el ejemplo anterior:
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[%6i2) ML matrix|
[0.0,30,61,[0.5,37.062,5.721],[1.0,45.805,5.9473],[1.5,56.232,6.8679],[2.0,67 §2,8.9548],
[2.5,78.782,13.243],[3.0,84.883,21.613],[3.5,79.734,35.646],[4.0,6 1.802,51 6117, [4 5,40 965,59.755],
[5.0,26.386,56.753],[5.5,18.405,47.734],[6.0,14.477,37 697 ,[6.5, 12.794,28.905 ][ 7.0, 12.455,21.932]
[7.5,13.065,16.669],[8.0,14.488,12.811],[8.5,16.727,10.046 ],[9.0,19.871,8.11141,[9.5,24.073,6 .8 174],
[10.0,29.533,6.0399],[10.5,36.474,5.7259],[11.0,45.087 5.9101],[11.5,55.396,56.7669],[ 12.0,66.937,8.7396],
[12.5,78.055,12.808],[13.0,84.734,20.793],[ 13.5,80 615,34.424],[ 14.0,63.416,50.564], [ 14.5,42.366,59.56 ],
[15.0,27.223,57.265],[15.5, 18 835,48.491],[ 16.0, 14.673,38.423],[ 16.5,12.867,29.504], [ 17.0, 12.445, 22 393 ],
[17.5,12.991,17.011],[18.0,14 355,13.06],[ 18.5,16.529,10.222],[19.0,19.601,8.2328],[ 19.5,23 717 ,6.8958],
[20.0,29.075,6.0823]

i
(%%6i19) MIT ranspose(M1)3
T first(M1T 1% Y lizecond(MIT )3 Yauhird(MATIS MY 142G
(%6iz4) Listl:makelist([T[n],Y'1[n]], n, 1, 1 + n_nt)$
List2:makelist([T[n],»2[n]], n, 1, 1 + n_int)$
ListZ:makelist([T[n],M[n]], n, 1, 1 + n_int)3

Ahora se puede obtener la representacion grafica de cada una de las listas, es decir, de
cada una de las soluciones del sistema:

(i 27 weplot2d(]
[ [discrete, Listl] , [discrete, List2] , [discrets, Listz] ],
[=tyle, [lines, 2, 1], [ines, 2, 2], [ines, 2, 2] ]
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