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11-1.- El teorema de la funcion inversa. Aplicaciones.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_11-1.wxm.

11.1.1.- El teorema de la funcion inversa.

Inversa local de una funcion. Si una funcion f : A— B es biyectiva, es decir, para
cada Y € B existe un inico X € A tal que f(X)=Y, entonces existe la funcién inversa
def, f':B— A definida por

fly=x < f(x)=y

Hay muchos casos en que una funcién no es biyectiva, y por lo tanto no existe su
funcién inversa, pero sin embargo si que lo es en el entorno de un punto, en el sentido

que precisa la definicion siguiente. Sea f : ACR" — R" una funcion; se dice que esta
funcion es localmente biyectiva en un punto @ € A en el que f(a)=Db e B si existe un

entorno U(a) del punto a€A tal que si V(b):f(U (a)), la funcion

f:U(@)—>V(b) es biyectiva. Entonces, se llama inversa local de f, la funcién
definida por

f:V(b) > U(a)
y > x=fl(y)e f(x)=y

El resultado general es el que establece el teorema que se enuncia a continuacion.

Teorema (de la funcion inversa). Sea una funcion f: ACR" — R", donde A es un

conjunto abierto y f eC'(A); si se considera un punto a€ A tal que detJf(a)=0,
entonces existen dos conjuntos abiertos U(a),V (b) entornos respectivos de los puntos
aeAib=f(a), tales que:

1) la funcion f :U(a) >V (b) es biyectiva;
2) la funcion inversa cumple f ' € C'(V (b));
3) Para cada punto y = f(x) eV (b) se cumple Jf ~'(y)=(Jf (X))_l.

Ejemplo 11.1.1. Consideremos la funciéon f : R*> — R* definida por
f(x,y)=(e",e"), (x,y) e R’.

De forma equivalente, la funcion se puede definir mediante el sistema de ecuaciones:
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" {u = f,(x,y)=¢€"

v=f(xy)=e"

Veamos estas definiciones en wxMaxima:

(%il) fi(x,y):=exp(x); f2(x, v ) i=exp(x+y);
f120x, v ) =[f1(x,y), f2(x,v)];
(%01) f1(x,v):=exp(x)
(%%02) f2(x,v):=exp(x+vy)

(%003) f12(x, y):=[f1(x,y), f2(x,y)]

(%) Eqiliu=fl(x,y);  Eql2iv=f2(xy);
(%04) u=%e"

(%05) v="She! ™"

La funcién considerada es diferenciable en cualquier punto de su dominio a=(X,Yy).

Calculamos la matriz jacobiana de la funcion en este punto: para hacerlo disponemos,
como es sabido, de una instruccion especifica de wxMaxima

(%i6) JF(x,v)=1fxy: jacobian ( [fi(x,y), f20x,v)], [x,v] );

e

Y 0

(%06) JF(x,v)=

Bhe v 4K Bhe U

Consideremos, por ejemplo, el punto a=(0,0), que cumple f(0,0)=(1,1). Para
calcular la matriz jacobiana en este punto hay que definir las funciones derivadas
parciales:

© (%i20) Dxfi(x,y):=%e" xS DyfL(x,y):=05
_ Dxf2(x,v):=%e™(x+y)S  Dyf2(x,y):=%e"(x+y)Ss
(%i24) Jf(0,0)=1f00:matrix( [Dxf1(0,0), Dyf1(0,0)], [Dxf2(0,0), Dyf2(0,0)1);

10
(%0024) Jf[U,D]=L 1]
Ahora calculamos el jacobiano, es decir, el determinante de la matriz jacobiana en este

punto:

(%i8) "(detdf(0,0))=determinant(1f00);
(%08) detIf(0,0)=1
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Dado que el jacobiano es no nulo, la funcion es localmente invertible en un entorno del
punto. La aproximacion lineal de la funcidon en un entorno de este punto es

f(x,y)= f(a)+Jf(a)h
Por lo tanto:

l‘l'
e

(%%i13) Mxy=Muxy:matrix([x],[v]

X
(%013) Mxy = { ]

- (%i14) 'f(0,0)=f00:matrix( [f1(0,0)] , [f2(0,00]) ;

(%014) f(m,m){i]

u
(%015) Muv = { ]

- (%ilB) Muy = fO0 + If00.Mxy;

U w+1
Y+x+1

es decir, la aproximacion lineal del sistema [1] en un entorno del punto a =(0,0) es:

(%il7) Egld_liniu=1+x;
Eq12_lin:v=1+x+y;
(%017 ) u=x+1
(%018) v=y+x+1

Ahora calcularemos la aproximacion lineal de la funcién inversa aplicando el Teorema
de la funcion inversa. Para ello calcularemos la inversa de la matriz jacobiana:

- (%i19) 'If_inv(1,1)=inv_Jf00:invert(1f00);

1 0
(%019) If_inv(1, 1){ 1]

-1

Y finalmente aplicaremos la ecuacion:

f'(u,v)=f'(f(a)+ I '(f(ayh
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Los calculos con wxMaxima son:
(%i19) If_inv(1,1)=inv_If00:invert{1f00);

1 0
(%019) If_inv(1, 1):{_1 1]

(%i20) 'h=h:matrix([u-11,[v-11);
u-1
(%020) h=|

. (%i21) f_inv(1,1)=finvil; matrix{ [0], [0] );

(%0021) finv(1,1)= [E]

. (%i22) Mxy = finvll + inv_Jf00.h;

X u-1
e

es decir, la aproximacion lineal de la funcion inversa en un entorno del punto (1,1) es:

(%i23) Eq21_ln:x=u-1;
Eq22_linyy=v-u;
(%023) x=u-1
(%024) y=v-u

11.1.2 Sistemas de coordenadas. cambio de variables

Definicion. Un sistema de coordenadas de tipo C" en un abierto U C R" es una pareja
(¢,W) en la que

e W es un abierto de R"

e @¢:W —>U es biyectiva
« $eC'W) i ¢'eC'(U)
Si en un punto X=(X,X,,...,X,) €U se cumple ¢(a)=xcon a=(a,a,,...a,)eW,

los nimeros reales ¢«,Q,,...,a, se llaman coordenadas de X en el sistema de

n

coordenadas (¢,W ) La matriz J@(«) se llama jacobiana del sistema de coordenadas y

su determinante, jacobiano del sistema de coordenadas.
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Ejemplo 11.1.2.
(a) Coordenadas polares planas. Si U = R’-{0}, la pareja (¢,W) en la cual la

aplicacion ¢:W —U esta definida por
#(r,0)=(rcos,rsinf), (r,0) eW

y W =]0,400[x]—-7, 7] es un sistema de coordenadas en U llamado coordenadas

polares planas. Calculamos la matriz jacobiana y el determinante jacobiano de este
sistema de coordenadas con wxMaxima:

(%il) fi(r, theta):=r*cos(theta); f2(r, theta):=r*sin(theta);
f(r,theta):=[f1(r, theta), f2(r, theta)];
(%%01) fi{r,8):=r cos(8)
(%02) f2(r,8):=rsin(&)
(%03) f(r,8):=[f1(r,8),f2(r,5)]

(%0i4) If(r, theta)=1fcpp: jacobian ( [fi(r,theta), f2(r,theta)] , [r,theta] );
cos(8) -rsin(s)

(Y%04) If(r,8)=|
sin(g) rcos(s)

(%i?) '(detdf(r theta))=determinant{Jfcpp);

(%07) detdf(r,8)=r 5in{6j2+r CGS{Esz

(%0iB) trigsimp(%a);

(%08) detdf(r,8)=r

(b) Coordenadas cilindricas. Si U=R’-{0}, la pareja (¢,W) en la que la aplicacion
¢:W —U esta definida por

#(r,6,2)=(rcosd,rsinb,z), (r,0,2) eW
y W =]0,4+00[x]—7,z{x] es un sistema de coordenadas en U llamado coordenadas

cilindricas. Calculamos la matriz jacobiana y el determinante jacobiano de este sistema
de coordenadas con wxMaxima:
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(%il) fi(r, theta, z):=r*cos(theta); f2(r, theta, z):=r¥sin(theta); f3(r, theta, z):=z,
f(r,theta,z):=[fi(r, theta), f2(r, theta) , f3(r, theta)];
(%01) fi(r,8,2):=r cos(8)
(%02) f2(r,q,z):=rsin(a)
(%03) f3(r,8,2):=z2
(Y%o4) f(r,a,z):=[fil(r,8),f2(r,8),3(r,8)]

(%i5) Mf(r, theta,z)=1fcc: jacobian
( [fi(r, theta,z), f2(r, theta,z) , f3(r, theta,z)] , [r,theta,z] );

cos(8) -rsin(g) 0
(%05) Xf(r,8,z)=|sin(s) rcos(g) O

] 1] 1

%ia) (detIf(r theta))=determinant(Jfcc);
(Y%06) detd)f(r,8)=r sin{ejz +r c05(6)2
(%ai7) trigsimp(9a);
(Y%07) detdf(r,8)=r

(c) Coordenadas esféricas. Si U = R’-{0}, la pareja (¢,W) en la que la aplicacion
@:W —U esta definida por

o(r,p,0)= (r cos @ cos B, rcos sind, I sin (o) , (r,p,0)eW

y W =]0,+oo[x]—§,%[x]—7z,7z[ es un sistema de coordenadas en U llamado

coordenadas esféricas. Calculamos la matriz jacobiana y el determinante jacobiano de
este sistema de coordenadas con wxMaxima:

(%il) f1(r,phitheta):=r*cos(phi)*cos(theta);
f2(r,phi,theta): =r*cos(phi)*sin{theta);
f3(r,phi,theta):=r*sin(phi);
f(r, phi,theta):=[fi(r,phitheta), f2(r,phitheta) , f3(r,phitheta)];
(%ol) fi(r, ¢, 8):=r cos(4) cos(e)

(%02) f2(r, ¢, 8):=r cos(d) sin(&)

(%03) f3(r,¢,8):=rsin($)

(Df':'ﬂq'j f(ra '1'.' E,|:Il= [fl{ra '1'.' U:Ia Fz(rf '1'.' U)a B{ra '1:'! U)]

8 Tema 11: Funciones inversas. Funciones implicitas. Formula de Taylor. Extremos



(%i5) Jf(r,phitheta)=1fce: jacobian
( [fi(r,phitheta), f2(r,phitheta) , f3(r,phitheta)] , [r,phitheta] );

cos(4) cos(a) -sin(s)rcos(s) -cos(s)rsin(g)
(%05) I (r, ¢,8)=| cos(s) sn(s) -sin(s)rsin(s) cos(s)rcos(s)
sin (4] cos(a)r ]

o

%in) '(detdf(r theta))=determinant{1fce);
(Y%oB) detdf(r,8)=-cos(a)r 5ir1(l€|)l[5in(¢-)2 rsin(e)+ cos(-t-)z rsin(&))-cos(4) sin(-t-)2 re <:c35(8)2—<:c:15(¢-)3 r
cos(ajz

(%oi7) trigsimp(%a);

(%07) detIf(r,8)=-cos(s)r?

Los sistemas de coordenadas se aplican para transformar algunas ecuaciones y obtener
una representacion que permita una mayor facilidad para resolverlas. Esta metodologia

es fundamental en la definicion siguiente: si f:ACR" - R" y (¢,W) s un sistema

de coordenadas definido en A, la funcion compuesta f = f o se llama expresion de la

funciodn en el sistema de coordenadas considerado. Cuando una funcidn se expresa en un
sistema de coordenadas diferente de las coordenadas cartesianas, se dice que se ha
hecho un cambio de variables.

Ejemplo 11.1.3. Consideremos la funcién f(X,y)= x> +3y>, (X,y) € R>. Se quiere

obtener la expresion de esta funcion en coordenadas polares planas, es decir, hacer un
cambio de variables a coordenadas polares planas. Los cdlculos con wxMaxima
permiten obtener facilmente la expresion de la funcion en estas coordenadas:

(%il) flx,yv)i=x"2 + 3%y"™2;
(%01) F(x,y):=x2+3 y?

(%0i2) x=x:r*cos(theta)s y=y:r*sin(theta)s
F(r,theta)=f(x,v);

(%o4) F(r,5)=3 re 5in{6]2+r2 CGS{EJ]E

(%i3) trigsimp(%a);

(%05) F(r,8)=2r% sin(8)% +r2
(%i6) factor{%a);

(%06) F(r,8)=r2 (2 sin(8)* +1)
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Esta es la expresion de la funcion en coordenadas polares planas, que tiene la ventaja de
la separacion de las variables en producto de dos factores de una variable.

El cambio de variables es util no solo en la expresion de funciones, sino también en la
transformacion de ecuaciones en las que intervienen funciones y sus derivadas
(ecuaciones diferenciales), tal como se puede ver en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 11.1.4. Se considera la ecuacion

(1] (x+2y\/x2+y2)DXf(X, y)+(Y—2X\/X2+y2)Dyf(Xay):0

Se trata de calcular la ecuacion que cumple la expresion de la funcion en coordenadas
polares planas (es decir, transformar la ecuacion mediante el cambio de variables a
coordenadas polares planas).

En primer lugar expresamos las coordenadas polares en funcion de las cartesianas:

4

(%il) r(x,y):=+sqri(x™2 + v 2);
th(x,v):=atan(y/x=)

(%o1) r{}:,‘}f}:=*\.|}:2+‘}f2

(%02) th(x,y):= atan::{—'_.

Observad que hay que cambiar la denominacién de “theta” para no interferir en calculos
posteriores. Si se designa por F la expresion de la funcion f en coordenadas polares

planas, por definicién se cumple F = f o@; por lo tanto, f =Fog™' =F(r,0). A partir
de esta expresion, se trata ahora de calcular la expresion de las derivadas parciales de la
funcion f. Aplicando la regla de la cadena resulta:

D, f (X, y) = D,F(r,0)D,r + D,F(r,0)D,0
D, f (x,y) = D,F(r,0)D,r +D,F(r,0)D,0

Hacemos los calculos con wxMaxima. Calculamos las derivadas parciales de r(X,Y):

A .."u
IR

(%i3) diff(r(x,v), x);  diff(r(xy
X
(2 12
yE+x

Y
H
I

|'?,.z+x2

(%03)

(%04)
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Abhora las expresamos como funciones:
(%i5) Dxr(x,v)i=x/sqri{y™2+x"2);  Dyr(x,v):=v/sqrt(y™2+x"2);

X
Jy2ex2

(%06) Dyr(x,y):=+

NEE

(%05) Dxr(x,v):=

Calculamos las derivadas parciales de 6(X,Y):
(%ai?) I’EItSIITID(E|Iff(t|'II:H,;, ), %)), ratsimp(diff(th(x,y), v));

Fr

(%07) -

2+K2

(%008)

3+x2
Ahora las expresamos como funciones:

(%i9) Dxth(x,y):=-y/(y™2+x"2); Dyth(x,v):=x/(y"™2+x"2);

(%09) Dxth(x,v):= > r

Y +x2

(%010) Dyth(x, y):=——
24y

Sustituyendo en la primera de las ecuaciones se obtiene:

(%oill) D}:f=Dv{f'DrF(r theta“n”D%:r(%: v) + DthF(r theta)*Dxth(x,v);
DrF(r,8) = DthF(

%011) Dxf =
(%o11) — rzﬂ{z

Sustituyendo en la segunda de las ecuaciones se obtiene:

(Eullz Dy =Dy f.DrE(r,theta)*Dy r(a,,; + DthF(r,theta)*Dyth(x,v);

DrF(r. &)y DthF(r, &
(%012) Dyf = +

e 2
\:-"2 +x° Yo +H

Calculamos ahora el primer término de la ecuacion [1]:

(%il3) T1 (x + 2% sqrt(a““ 2+* ~2))5Dxf;

(DrE(r,8) x DthF (r.&)
(%013} | '-J% Eyﬂ.hf +x2 +x)
. 1?'. +x ?
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(%ei14) T1i:expand(%);

2 DthF(r,8)y2 Drf(r,8)x? DthF(r,&8)xy _
- +2D0rF(r,8)xy

(%014) -

- S
,?I.E +}{2 \rl.z +}{2 ?I +}{
Calculamos ahora el segundo término de la ecuacion [1]:

(%il5) T2:(y - 2%x*sgri{x ™24y 2))*Dyf;

(DrE(r,8)y DthF(r,8) x|
(%015) | | (y-2xly? +x?)
L2 et

(%il) T2:expand(%a);
DrE(r,8) y2 2 DthF(r,8) %2 DthF(r,&8)xy

, —+
,\l',r,.zﬂ{z ,\l'\r,.zﬂz ye+ul

(%016) -2DrF(r,8)xy

Sustituyendo y igualando a cero tendremos la nueva forma de la ecuacion [1]:

(%il7) T1+T2=0;
2 DthF(r,8)y* DrF(r,8)y% 2 DthF(r,8)x% DrF(r, &) %"

+ - + =
ql'\r..z +x2 . |'~r,.2+}{2 . |',r,.2+}{2' |'\r,.z+}{2

Operando y simplificando, se obtiene:

0

(%017) -

 (%il8) factor(%);

(%018) -(2 DthF(r, 8)-DrF(r, 8)) " y% +x% =0
Finalmente, la expresion buscada es:

(%i19) %*(1/sart(x 24y 2));
(%019) DrF(r, &)-2 DthF(r,8)=0

expresion que, como resultado evidente, es mucho mas sencilla que [1].
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11-2.- El teorema de la funcion implicita. Derivacion de funciones
implicitas.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_11-2.wxm.

11.2.1 El teorema de la funcién implicita

Teorema. Sea f:AxBCR"" — R" una funcién y sea (a,b) e AxB. Si se cumple
las condiciones:

« Fesdetipo C" en AxB
. f(ab)=0

* det(Dn+k fi(a, b))lﬁks" #0

I<j<p
entonces existen W C R" entorno abierto del punto ae A y una funciéon ¢ :W — RP

tales que:

1) @ esdetipo C" enW;
2) p(a)=b;
3) f(X,(o(X))zO para todo xeW .

La funcion ¢ se llama definida implicitamente por el sistema

(X5 Xy peees X0 ) =0

*> Mntp

fo (X, X500 X, p) =0

* Mnp

Ejemplo 11.2.1. Se considera la ecuacion
X+ Y42z 4 cos(xyz) =0

Se trata de ver que esta ecuacion define una funcién implicita z=12(X,y) en un
entorno del punto a=(0,0,—1). Para hacerlo, habra que verificar que se cumplen las

condiciones establecidas en el Teorema de la funcién implicita. En primer lugar se
puede afirmar que la funcion

f(X,Y,2) =X+ Yy+z+cos(xyz)

. 3 . ., .
es de tipo C” en R’. Definimos la funcion con wxMaxima y calculamos su valor en el

punto considerado:
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(%i2) f(x,v,2):=x+y+z+cos(x*y*z);,  'f{0,0,-1)=f(0,0,-1);
(%02) f(x,v,z):i=x+y+z+cos(xyz)
(%03) f(0,0,-1)=0

A continuacion calcularemos la derivada de la funcion respecto de la variable que se
pide verificar que se puede expresar como funcidén implicita:

(%i5) Dzf(x,y,z)=diff(f(x,v,2), z);
(%05) Dzf(x,y,z)=1-xysin(xvy z)

Definimos esta derivada parcial como funcion y calculamos su valor en el punto:

(%i6) Dzf(x,y,z):=1-x*y*sin(x*y*z)$
'Dzf(0,0,-1)=Dzf(0,0,-1);
(%07) Dzf(0,0,-1)=1

Por lo tanto se cumplen las condiciones del Teorema y, en efecto, la ecuacion dada
define una funciéon implicita zZ=2(X,Y) en un entorno del punto a=(0,0,-1). Se

puede indicar al programa que a partir de este momento la variable z depende de X,y,
cosa que se hace con la instruccion:

T

(%i7) depends([z], [x,v]1);
(%07) [2(x, V)]

Finalmente, la ecuacion inicial se puede escribir:

(%%i8) Eqlb : x+y+z(x,v)+cos(x*v*z(x,v))=0,
(%08) cos(x z(x,y)y)+y+z(x,yv)+x=0

Ejemplo 11.2.2. Se considera el sistema de ecuaciones

XX +y' —xz°-1=0
XZ—-Xy=0

Se trata de estudiar si en un entorno del punto P =(X,,Y,,z,)=(1,1,1):
1) el sistema define X,y como funciones implicitas de z;
2) el sistema define X,Z como funciones implicitas de y;
3) el sistema define Y,Z como funciones implicitas de X.
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Habra que ver en cada caso si se cumplen las condiciones del Teorema de la funcion
implicita. La primera se cumple: la diferenciabilidad de las funciones que definen cada
una de las ecuaciones.

Ahora definiremos en wxMaxima las ecuaciones, las funciones que definen cada una de
las ecuaciones y verificamos que el punto indicado cumple el sistema:

(%il) Eql: x™2 4+ y"2 x*z"2-1=10;
Eq2: x%z - x™2%y=0;

(%01) -x zz+'}f2+}:2—1= 0
(%02) X 7-x° y=10

(%i3) fl(x,y,z):=x"2 + y"2 -x*z2"2 - 1; f2(x,y,2):=x%z - ¥ 2%y,
fix,v,z):= [fi(x,y,2), f2(x,v,2)];

(%03) f(x,y,z):=x> +y°+(-x)z°-1
(%04) f2(x,v,2):=x 7-%° v
(%03) f(x,v,z):=[fl(x,y,z), fAx,y,2)]

(%i6) 'f(1,1,1)=f(1,1,1);
(%06) f(1,1,1)=[0,0]

A continuacién nos ocupamos de la tercera condicion en cada uno de los casos.
Previamente calcularemos la matriz jacobiana de la funcién vectorial que tiene por
componentes las funciones que definen cada una de las ecuaciones:

(%i7) M(x,v,z)=Ifjacobian( [f1(x,y,z),f2(x,v,2)] , [x.v.2] );

2x-71¢ 2 ¥oO-2KI
(%o7) If(x,y,z)=

Caso 1. Calcularemos la submatriz correspondiente a las dos primeras variables:

(%i8) If12=1f12:submatrix(If, 3);

x-z2 2y
(%08) If12 =

I-2%Y e

Evaluaremos esta matriz en el punto P = (1,1,1) ; para hacerlo aplicaremos la instruccion

“subst([Xi=Xio],M)” que permite sustituir variables por valores numéricos en una matriz
M. Concretamente la sintaxis es:
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(%i9) Jf12_a=If12_a:subst({ [x=1,y=1,z=1], If12);

1 2
(%09) inz_a:{ 1 1]

Ahora calcularemos el determinante de esta matriz:

. (%il0) (detlfi2_a)=determinant(1f12_a);
(%010) detIfi2_a=1

Dado que es no nulo se puede afirmar que el sistema define X,y como funciones
implicitas de z.

Caso 2. Calcularemos la submatriz correspondiente a las variables primera y tercera:
- (%ill) If13=1f13:submatrix(1f, 2);

2x-72 -2z
(%o011) JfIB:{ * * ]

I-2XYy X
Evaluaremos esta matriz en el punto P =(1,1,1):
. (%i12) If13_a=1f13_a:subst( [x=1,y=1,z=1] , Jf13);

1 -2
(%012) JflE_az{l 1]

Y calcularemos el determinante de esta matriz:

(%0il13) (detIfi3_a)=determinant(Jf13_a);
(%013) detIfl3 a=-1

Dado que es no nulo se puede afirmar que el sistema define X,Z como funciones
implicitas de Y.

Caso 3. Calcularemos la submatriz correspondiente a las variables segunda y tercera:

(%%il4) If23=1f23:submatrix(1f, 1);

2y -2urI
(%014) 1f23 :{ , ]

-X X

Evaluaremos esta matriz en el punto P =(1,1,1):
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1
Y

J
-

(%i15) Mf23_a=1f23_a:subst( [x=1,y=1,z=1] , 1f23);
2 -2

i
e,

(%o015) If23_a=

Calculamos el determinante de esta matriz:

(%0il16) '(detdf23_a)=determinant(1f23_a);
(%016) det]f23_a=0

Dado que es nulo se puede afirmar que el sistema no define Y,Z como funciones
implicitas de X.

11.2.2 Derivacién de funciones implicitas

El Teorema de la funcién implicita permite afirmar que cuando un sistema define una

funcion implicita, esta funcion es de tipo C", es decir, se pueden calcular las derivadas
parciales de esta funcion. La metodologia para hacerlo se basa en el hecho siguiente:
cuando un sistema define una funcidon implicita, las componentes de esta son las
variables que se pueden expresar en funcidén del resto; cuando se ha establecido este
hecho, estas variables se han de considerar como componentes de una funcion (la
funcion definida implicitamente) y el resto siguen teniendo la consideracion de
variables. Ilustremos esta metodologia con la continuacién de los dos ejemplos
anteriores.

Ejemplo 11.2.3. Se sabe que la ecuacion

X+Yy+Z+cos(xyz)=0

define una funcion implicita Z=2(X,Y) en un entorno del punto a=(0,0,-1) tal que
2(0,0) =—1. Se trata de calcular el valor de las derivadas parciales de esta funcion en
el punto (0,0), es decir, D,z(0,0),D,z(0,0).

En primer lugar escribiremos la ecuacion y le asignaremos una referencia:

(%il) Eql : x+y+z+cos(x®y*z)=0;
(%01) cos(xyz)+z+y+x=0

Ahora declararemos que z es funcién de X,y :

T

(%i2) depends([z], [x,v]);

(%002) [z(x,y)]
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A continuacion se calculard la derivada parcial de la ecuacion respecto a cada una de las
variables X,y asumiendo que wxMaxima tendra en cuenta la dependencia asignada. En
efecto:

(%0i3) DxEql : diff(x+y+z+cos(x*y*z), x) = 0;
DyEql : diff(x+y+z+cos(x*y*z), v) = 0;

(  (d ] | . d
o | |\ = ] [ ] I =
(%03) :x.}: '}r:‘.d » z:+‘f zﬂl sin(x vy zj+|:I » z+1=0
Crd - ]
(%04) 1xvigs z.+}cz.5|n(}wz)+—d z+1=0

Para evaluar las derivadas parciales de la funcion implicita se sustituira el valor de las
variables en el punto:

(%i3) DxEql_P : -{0*Dxz(0,0)*0+(-1)*0)*sin{0)+Dxz(0,0)+1=0;
DyvEql_P @ -{0*Dyz(0,0)*0+(-1)*0)*sin{0)+Dyz(0,0)+1=0;
(%05) Dxz(0,0)+1=0
(%o06) Dyz(0,0)+1=0

Por lo tanto:

(%i7) Dxz(0,0)=-1; Dyz(0,0)=-1;
(%07) Dxz(0,0)=-1
(%08) Dyz(0,0)=-1

Ejemplo 11.2.4. Se sabe que el sistema de ecuaciones

X +y?—xz>-1=0
[1] 5
XZ2—-Xy=0

define dos funciones implicitas X = X(z),y = y(z) en un entorno del punto P =(1,1,1)
tales que x(1)=1, y(1)=1. Se trata de calcular las derivadas de primer orden y de

segundo orden de estas funciones, es decir, Dx(1), Dy(1), D*x(1), D*y(1).

En primer lugar escribiremos las ecuaciones del sistema y les asignaremos una
referencia:

(%il) Eql: x™2 + y"™2 x*z"™2-1=10;
Eq2: x%z - x™2%y=0);
(%01) -x z2+'}r2+}:2—1 =1
(%02) X 7-x° y=10
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Ahora declararemos que las variables X,y son funcién de z :

(%i3) depends( [x,v], [2]);

(%003) [x(2),y(z)]

A continuacion se calcula la derivada de cada una de las ecuaciones respecto de la
variable z teniendo en cuenta la dependencia asignada:

(%) DzEql : diff(x~2 + y*2 x*z"2-1, z) = (;
DquZ D diff(x*z - *-:""2“*' z) =0,

.-"Ij "
(%04) -| —:-:.z —2xz+2y.—'}r.+2x.d—}:.—ﬂ

zli ..I 2 ixi .I + _|:|
g2y [2Xlg Xy +xs

i d -.I
Bo05) | —xlz-x
(% ji_l:lz P, ‘dz

Para calcular las derivadas Dx(1), Dy(1) hay que aplicar los valores numéricos
correspondientes en estas ecuaciones:

(%i6) DzEql_P : - 142 * Dx(1) - 2%1*1 + 2%1*Dy(1) + 2*1*Dx(1) = 0;
DzEq2_P : 1*Dx(1) - 122%Dy(1) - 2*1*Dx(1)*1 + 1 = 0;
(%06) 2 Dy(1)+Dx(1)-2=0
(%07) -Dy(1)-Dx(1)+1=0

Resolviendo este sistema lineal resulta:

(%i8) linsolve([DzEq1_P, DzEq2_P], [Dx(1), Dy(1)]);
(%08) [Dx(1)=0,Dy(1)=1]

Para calcular las derivadas de segundo orden habrd que derivar en las ecuaciones que
involucran las derivadas de primer orden. Derivando en este sistema, se obtiene:

(%i9) DzzEql : diff(-('diff(x,z,1))%2~2-2%x*z4+2%, (cliff(‘;,-',z,1}}+2”>~:”('cliff(x,z 1, z)=0;

L£A

DzquZ chff(( chff(*.-l z,1))%z- ‘»./‘2 (chff( 2,1 2“!{“('cliff(s{ z,l“l‘n”*--+s{ zZ) =10,

i d2 ] { Ij2 2 { dZ 1 Ij ;2
(%09) -l — |z —4.—}c.z+2y —y +2. ‘}f +2xl—x +2. | -2x=10
\.d 22 ldz2 | dz ,'
_-" |j2 \ 5 :." d2 W I, d - d Y .-' d2 ) - d - 2 hY
(%010} ﬁx Z-% ﬁy —4>c!d ‘}r -2x% F}:yE.—x.*}HE. :-:.—El
dz wdze ) Wz _

Para calcular las derivadas de segundo orden D*x(1), D*y(1) hay que aplicar los valores
numéricos correspondientes en estas ecuaciones:
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(%il1) DzzEql_P : -D2x(1)%1 - 4%0%1 + 2=1*D2y(1) + 2%1 + 251*D2x(1) + 2%0 - 2*1 = 0;
DzzEq2_P : D2x(1)*1 - 1%D2y(1) - 4*1%0%1 - 251%D2x(1)*1 - 2%0%1 + 2%0= 0
(%011) 2 D2y(1)+D2x(1)=0
(%012) -D2y(1)-D2x(1)=0

Resolviendo este sistema lineal resulta:

(%i13) linsolve([DzzEql_P, DzzEq2_P], [D2x(1), D2y(1)1);
(%013) [D2x(1)=0,D2y(1)=0]
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11-3.- Aproximacion de funciones diferenciables. Formula de Taylor.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_11-3.wxm.

Definicion (polinomio de Taylor de una funcion). Consideremos una funcion real de
varias variables f :ACR" —R y a=(a,,..,a,) un punto interior del dominio de la

funcion. Si la funcion es de tipo C” en este punto, se llama polinomio de Taylor de la
funcién en este punto, el polinomio de grado p:

T (X5 X)) = f(a)+%dfa(h)+%d2fa(h<2))+...+#d Pf, (™)
h=(X—2a,% —a,..X —a,)

En esta expresion interviene la llamada diferencial de orden k de la funcion, que se
define mediante:

d'f,(h™)= > D[, f(@dx ---dx, h=(dx,..,dx)€eR"

i peip =1

El programa wxMaxima nos ilustra cémo hacer los calculos del polinomio de Taylor de
una funcion; de paso vamos viendo la sintaxis de la instruccion correspondiente:

(%i7) T[110y) = taylor(f(x,v), [xv], [x0,v07, [1,11);

(%a7)/T/ Ti(x,y)=f(x0,y0)+ d—f(x,v) (x-x0)+.;f(x0,v)‘ ((y-y0) +...
| 4% x =x0 | (Y _—
11 ‘,-' ="'r'|3_,- . ! L

(%ei8) T[2](x,v) = taylor(f(x,y), [x,v], [x0,y0], [2,2]);

7 d
(%o8)/T/ T5(x,y)=f(x0,y0)+ Hf(}:,yj

x =x0

(x-x0)+.d—f(x0,yj‘ Oy -y0) i+
| |dy |
“ v =vyil, |

y=y0/

[ g2 2 " 42
—fx,y]

12 (y-yo) :
X

v =yl

(y-v0) (x-x0)+

F(x,)

(x-}{ﬂj:2+2 f(}{ﬂ,*,-‘j:‘

dxdy

wl
W= '_'j !

=i !
% =x0 y =y ¥ =y,

2

Por lo tanto, observamos que la metodologia para el calculo del polinomio de Taylor de
grado n de una funcién diferenciable hay que definir la funcion, aplicar la instruccion
“Taylor()” indicando a que funcion nos referimos, las variables, las coordenadas del
punto y el grado en que hay que truncar el desarrollo, es decir, el grado del polinomio.
Veamos detalles al respecto mediante algunos ejemplos.
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Ejemplo 11.3.1. Se considera la funcion diferenciable

f (X’ y) = exp(_x +2y)9 (Xa y) S ]RZ .

Se trata de calcular los polinomios de Taylor de grados 1, 2, 3 de esta funcién en el
punto a=(0,0).

En primer lugar definiremos la funcion:

(%il) f(x,y):=exp(-x+2%y);
(%01) f(x,v):=exp(-x+2v)

Célculo del polinomio de Taylor de grado 1:

I:E':'IE:' T:i:[}{-"ir":' = ta*;,-'lor[f(}-:,*;,-'}, :}:-'\Zr'-:-' :I:]-'I:]: ' :1-'1::'
(%02)/T/ T(x,y)=1+(-x+2vy)+...

Calculo del polinomio de Taylor de grado 2:

(%i3) T[21(x,v) = taylor(f(x,y), [x,v], [0,0], [2,2]);

2 . 2
— -4 yu+4dy

(%03)/T/ To(x,y)=1+(-x+2 y)+%

(%) ratsimp(%a);

4y2+(4-4x) y+x2-2x+2

(%o04) T5(x,y)= -

(%i5) expand(%a);
2
(%605) To(x,y)=2 ,},2_2 Xy+2 ‘}"+}{?-K+ 1

Calculo del polinomio de Taylor de grado 3:

(%ib) T[31(x,y) = taylor(f(x,y), [x,v], [0,0], [3,3])

A

2 : 2 3 C 2 3
1 HE-dyx+4ys 17 -0y +12y x-8y
(%0B)/ T/ To(x,y)=1+(-x+2y)+ ’2 —- ’ - ’ —+

(%i7) ratsimp(%a);

By +(12-12x) y2+(6x2-12x+12) y-x>+3 x2-6 X +6
(%007) T4(x,y)=

6
(%i8) expand(%o);
443 w3 2
(%08) T5(x,vy)= — -2 x vE+2yi 4 x%y-2xy+2 Yt X+ 1
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Ejemplo 11.3.2. Se considera la funcion diferenciable

f (X’ y) = exp(_x +2y)> (Xa y) S ]RZ .

Se trata de calcular los polinomios de Taylor de grados 1, 2, 3 de esta funcién en el

punto a=(1,2).
En primer lugar definiremos la funcion:

(%il) f(x,y):=exp(-x+2%y);
(%01) f(x,v):=exp(-x+2v)

Célculo del polinomio de Taylor de grado 1:

I:':DIE:I T:i:l:}(,‘:,":l = t-_:l‘:,"lljrl::ﬁ:}{..‘:;':l, :K-'wﬁr'.:-' :1-'2: -':1-'1::'.:
(%02)/T/ T1(x,y)="%e> +(-%e> (x-1)+2 %e? (y-2))+...
(%i3) ratsimp(%a);

(%03) T,(x,y)=2 %e? y-%e? x-2 %e>

Calculo del polinomio de Taylor de grado 2:

(':DH:I T:z:(}{-’\:’;} = ta‘;,-'|0rl:fl:>{,‘;,-'}, :}:-'\:’I-:-' :1.'2: .':2.'2: :I.:

e (x- 1::2-4 goed (y-2) (x-1)+4 el [*;'-2::2

(%04)/T/ To(x,y)="%e> +(-%e> (x-1)+2 %e3 (y-2))+- 5

(%i5) ratsimp(%a);
%oed y2+(-4 %ed x-8 %ed) y+9e x?+4 %ed x +5 %e’

(%05) T5(x,y)= -

(%i6) expand(%a);

3 2 1 3 %ed x? 3 5%e?
(%o06) To(x,y)=2%e" y*-2 %e” x y-4 %e y+T+2 Yhe? x+

Calculo del polinomio de Taylor de grado 3:

5

(Cc'l?} T:B:(}(.’\:"‘} = ta\:,"lor[:f(}{..‘:,":', :}‘:-'\:"-:.' :1-'2: .':3.'3: )I.:

+..

oee3 (x-1)7-4 %e? (y-2) (x-1)+4 %e3 (y-2)°

(%607) T/ T(x,y)=%e> +(-%e? (x-1)+2 %e? (y-2)) +- -

gee? (1-1)7-6 %e3 (y-2) (x-1)7+12 %e3 (y-2)% (x-1)-8 %e (y-2)°

6

(%4i8) ratsimp(%a);
(%008) T5(x,y)=

8 %e? yI+(-12 %ed x-24 %e3) y2 +(6 %e? x2+24 %e? x+30 %e?) y-%e? x3-5
¥ A ¥ P

o

ed x2-15 %e? x-12 %

]
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(%6i9) expand(%a);

4 o5e3 3 - - - - 5 %edyd 2 5 5%efu
(%09) T5(x,y)=——"-2%e> x y>-4 %e? y* + %e? x> y+4 %e’ xy+5%e’ y- It —
a

Yoe

Veamos ahora un ejemplo con una funcion de 3 variables.

Ejemplo 11.3.3. Se considera la funcion diferenciable
g(x,y,2) =exp(X+Y+22), (x,y,2) ER’.

Se trata de calcular los polinomios de Taylor de grados 1, 2, 3 de esta funcion en el
punto a=1(0,0,0).

En primer lugar definiremos la funcion:

I:E-:D|1:' Q(Ham:r'-.'z:l:=Exp(}{+\:’;+2::z}':
(%01) g(x,y,z):=exp(x+y+22)

Calculo del polinomio de Taylor de grado 1:

(%0i2) T[11(x,v,z) = tavlor{g(x,v,z), [x,v,z], [0,0,0], [1,1,1]);
(%02)/T/ Ty(x,y,Z)=1+(x+y+22)+...

Calculo del polinomio de Taylor de grado 2:

(96i3) T[21(x,y,2) = taybr(a(,y,2), [xv.2), (00,01, [2,2,20);
x2+(2y+4z) x+yi+4zy+4 z?

(%03)/T/ To(x,v,Z)=1+(x+y+22)+ n + ...

(%) ratsimp(%o);
470+ (4 y+dn+4) zHyiH (20 +2) YAl +2 42

2

(%04) Ty(x,y,z)=
(%i5) expand(%o);

'-.'2 2
(%05) T5(x,y,z)=2 7242 VZ+2xzZ+2 z+’?+}: '}r+'}r+>{?+x+1

Calculo del polinomio de Taylor de grado 3:
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(%id) T[3](x,v,z) = tavlor(a(x,y,z), [x,v,z], [0,0,0], [3,3,3]);
wi+(2y+d4z)n+yi+dzy+4z?

(%06)/T/ T5(x,y,z)=1+(x+y+22)+ n +

W3y +6z)wi {3y 12 zy+12 28 ) w+y i +6zye+12 20 y+8 27

o

+...

(%i7) ratsimpi{%a);
(%a07) T4(x,v,2)=
Bzi+(12y+12x+12) 22 +(B Y2 +{12x+12) y+6 22 +12 0 +12) z+y  +(3x+3) y2+ (3 1P +6 x+6) y+u7 +I xF +6 x-

6

47 2 2 2,2 2 ¥oxy? oyt iy
+2YEZTH2XZTH2 YTz Iy I+ 2y IR z+2x2+2 z+?+T+?+T+xy+

-
2

(%4iB) expand(%a);
3.2 2

(%008) T5(x,y,z)=

){3 ){2
V+—+—+x+1
6 2
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11-4.- Extremos de funciones reales de varias variables.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_11-4.wxm.

11.4.1 Extremos locales de funciones reales de dos variables

Extremos locales o relativos. Consideremos una funcion real de dos variables
f:ACR> = R; se dice que la funcién tiene un maximo local o relativo en el punto

(Xo,yo)e A siexiste r>0 tal que

f(%,¥)= F%Y), V(XY)eB((X,Y)ir)NA

De manera analoga, se dice que la funcidn tiene un minimo local o relativo en el punto
(X9, Yo) € Asiexiste r>0 tal que

(X, Yo) S FXY), V(X% Y)eB((X,Y,);r)NA

Los maximos y minimos locales se denominan conjuntamente extremos locales o
relativos de la funciéon. Veamos algunos ejemplos con representacion grafica de
wxMaxima.

Minimo local:

(%oil) f10x¢,y)i=x"2+y"2;
(%ol) fi(x,y):= }:2+‘}r2

(%0i2) wxplot3d(fi(x, ), [x,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

y"2+x"2

58
48
38
28

(%t2) 18
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Miaximo local:

%i3) f2(x,y):=1-x"2-y"2;

(%03) f2(x,v):= 1_}:2_,},2

(%0id) wxplot3d(f2(x,v), [x,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

—-y~2-x"2+1

18

-18
-28
-38
-4
-50

(%t4)

Condicion necesaria de extremo local. Si una funcion f:ACR?> — R tiene un
extremo local en un punto (XO, yO) € A vy la funcién es diferenciable en este punto,

entonces se cumple
D, f (X, Y) =D, f(X,Y,)=0

Esta condicion significa que la diferencial en el punto es la aplicacion nula y que el
plano tangente a la superficie z=f(X,y) en el punto (XO,yO,Z0 = f(XO,yO)) es
horizontal.

Hay que observar que el reciproco no es cierto, es decir, cumpliéndose la condicion de
derivadas parciales nulas, puede ser que la funcidon no tenga ninglin extremo local en

este punto, como por ejemplo, la funcion f(X,y)=Xx’+Y’, en el punto (0,0).

Puntos criticos de una funcion. Se llaman puntos criticos de una funcion aquellos en
los que las derivadas parciales de primer orden son nulas. El resultado anterior establece
que, para una funcion diferenciable, todo extremo local es un punto critico; asi mismo,
queda claro que no todo punto critico corresponde a un extremo local. Un punto critico
en el que no hay extremo local, se llama punto de silla. Asi mismo puede haber un
extremo local en un punto donde la funcioén no sea diferenciable.
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Ejemplo de punto de silla:

(%iI5) f3(x,y)i=x"3+y"3;

(%05) f3(x,y):= x3+'}r3

(%0ia) wxplot3d(f3(x, ), [x,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

y~3+x"3

(%t6)

Ejemplo de minimo local que no es punto critico:

(%i7) FA(x,y):=+sqrt(x"2 + y~2);

(%07) f4(x,y):=~ }:2+'}r2

(%iB) wxplot3d{f4{x,v), [%,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

sqri{y”2+x™2)

(%t8)

--R o LT L [ Rt ] -]
0= MO D LT O ) G0

T T T T T T 11
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Condiciones suficientes de extremo local. Consideremos f:ACR*—>R

diferenciable y supongamos que (XO, yo) € A es un punto critico de la funcion. El signo

de la diferencia f(X,y)— f(X,,Y,) esta dado por la forma cuadratica d’ fwyo)(h(z)) y

se cumple:

e Si d’ f%’yo)(h(z)) >0 en un entorno del punto (X,,Y,)€ A, entonces habra un

minimo local en este punto;
e Si d’ f(xo’yo)(h(z)) <0 en un entorno del punto (XO, yo) € A, entonces habra un

maximo local en este punto;
e Sid’ f(xo,yo)(h(z)) no tiene signo constante en un entorno del punto (XO, yo) eA,

entonces no hay extremo local (punto de silla).
e Sino se puede saber si d’ f(xo,yo)(h(Z)) tiene signo constante en un entorno del

punto (XO, yo) € A, entonces no se puede saber si hay o no extremo local.

Para saber cuando se cumple cada una de estas condiciones, recordemos que la

(h®) es

s ree 2
expresion de la forma cuadratica d-f
(X5¥o)

X=X,
dzf(xo,yo)(h(Z))z(X_Xo y_yo)Hf (Xo>y0)( }
Y=Y
El signo de la forma cuadratica se puede determinar mediante los valores propios de la
matriz hessiana Hf (X,,Y,), que existen y son reales, ya que esta matriz es simétrica.

Ademas, el signo de estos valores propios estd determinado per los menores principales
de la matriz, de la manera siguiente. Si se designa:

Dxxf(XO’yO) nyf(Xano) _ A B
B C

Hf (x,,V,)=
Co %) (Dxmxo,yo) D, (%, ¥,)

entonces:

e Sise cumple AC-B”>0, entonces los valores propios son del mismo signo,
verificindose que:

-Si A>0 los valores propios son estrictamente positivos y la forma cuadratica
es definida positiva, y en este caso el extremo local es un minimo.

-Si A<0 los valores propios son estrictamente negativos y la forma cuadratica
es definida negativa, y en este caso el extremo local es un maximo.

e Sise cumple AC-B’ <0, entonces los valores propios son de signo diferente,
y en este caso la forma cuadratica es indefinida y no hay extremo local, es decir,
se trata de un punto de silla.

e Sise cumple AC—B’=0, entonces alguno de los valores propios es cero y el
criterio no permite decidir sobre la naturaleza del punto critico.
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Ejemplo 11.4.1. Se considera la funcion diferenciable f(X,y) =X’ +3xy>—15x—-12y.
Se trata de estudiar los extremos locales de esta funcidn.

Definimos la funcién con wxMaxima y calculamos las derivadas parciales de primer
orden:

(Yoil) flx,v)i=x"3+3%x*y"2-15%x-12%y;
(%01) f(x,v):= x> +3 x '}r2+{—15j X+(-12)y
(%i2) diff(f(x,v),%); diff(f(x,v), v;
(%02) 3 y2+3 x%-15

(%03) b xy-12

(%ai4) DXF(x,y): =35y~ 243%x72-15;  Dyf(x,y): =6%x%y-12;
(%o04) Dxf(x,y):=3y>+3 x*-15
(%05) Dyf(x,y):=6xy-12

Escribimos las ecuaciones que resultan de igualar a cero las derivadas parciales y
resolvemos el sistema de ecuaciones:

(%i6) Eql:Dxf(x,v)=0, Eq2:Dyf(x,y)=0;, algsys([Eql, Eq2], [x,v]);
(%06) 3y2+3 x7-15=0

(%o07) bxy-12=0

(%08) [[x=2,y=1],[x=1,y=2],[x=-1,y=-2],[x=-2,y=-1]]

Las soluciones de este sistema son:
R.D; R(L,2);R(=1,-2);R(=2,-1
Célculo de la matriz hessiana en un punto (X,y):
(%i9) 'Hf(x,v) = Hf: hessian(f(x,v), [x,v]1);

9%09) Hf ox ey
(o0 HECx, )=

Estudio de cada uno de los puntos criticos.
Punto P1(2,1):
(%i10) 'Hf(2,1)= Hf_P1: subst{[x=2,y=1],Hf);

2 b
(%010) Hf{2,1]:[ 12]

1
B
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(%il11) determinant(Hf_P1);
(%o11) 108

Por lo tanto la funcion tiene un minimo local en P1(2,1).
Punto P2(1,2):
(%il2) 'Hf(1,2)= Hf_P2: subst([x=1,y=2],Hf);
(%012) Hf(1,2) °
Y00 2=
’ 12 B
(%i13) determinant(Hf_P2);
(%%013) -108
Por lo tanto la funcion tiene un punto de silla en P2(1,2).
Punto P3(-1, -2):
(%il4) 'Hf(-1,-2)= Hf_P3: subst([x=-1,y=-2],Hf);
(%014) HF(-1,-2)=|
Y00 -1,-2)=
’ -12 -6
(%il5) determinant(Hf_P3);
(%%015) -108
Por lo tanto la funcidn tiene un punto de silla en P3(—1, -2).
Punto P4(-2, —1):
(%ilG) 'Hf(-2,-1)= Hf_P4: subst([x=-2,y=-1],Hf);

-12 -6
('?-’balEij(—E,—l):{_E ]

-12

(%il7) determinant(Hf_P4);
(%017) 108

Por lo tanto la funcion tiene un maximo local en el punto P4(-2, —1).
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Ejemplo 11.4.2. Se considera la funcién diferenciable f(X,y)=(Xx+Y)’. Se trata de
estudiar los extremos locales de esta funcion.

Definimos la funcién con wxMaxima y calculamos las derivadas parciales de primer
orden:

(%oil) f{x,y)i=(x+y)™2;  diff(f(x,y),x);  diff(f{x,v), v);
(%o01) f(x,y):=(x+y)?

(%002) 2(y+x)

(%03) 2(y+x)

(%) Dxf(x,yv):=2%(x+y); Do, v )i =2%(x+y);
(%04) Dxf(x,y):=2(x+y)
(%05) Dyf(x,y):=2(x+y)

Escribimos las ecuaciones que resultan de igualar a cero las derivadas parciales y
resolvemos el sistema de ecuaciones:

(%i6) Eql:Dxf(x,v)=0;  Eq2:Dyf(x,y)=0;
algsys([Eql, Eq2], [x,v]);
(%o06) 2(y+x)=0
(%007) 2(y+x)=0

(%08) [[x=%r7,y=-%r7]]

La solucion de este sistema es P(X;,—X,). Célculo de la matriz hessiana en un punto

(xy):
(%i9) 'Hf(x,v)=Hfwy:hessian(f(x,y), [x,v]);

2 2
(%09) Hf{}:,'}r}I:L 2]

* (%i10) determinant(Hfxy);
(%010) 0

Por lo tanto, el criterio no permite decidir sobre la naturaleza de los puntos criticos de la
funcion. Sin embargo, obsérvese que se cumple f(X,y)>0, V(X,y) € R’ y que en los
puntos P(X,,—X,) la funcion cumple f(x,,—X,)=0 y, por lo tanto, en estos puntos la

funcidn alcanza su minimo absoluto, tal como se puede ver en la representacion grafica
de la funcion.
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(%ill) wxplot3d{f(x,v), [x,-5,5], [v,-5

[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])

o
:
1
-
L

=

(y+x) ™2

188

108 . 80

80 68

z 68 48
4a

i 28

(%atil) op | o

B -

11.4.2 Extremos condicionados. El método de Lagrange.
Consideremos una funcion real de dos variables f:ACR? — R si se considera un
subconjunto U — A definido por U ={(X, Y): g(x, y):O} los extremos de la

restriccion de f al subconjunto U se llaman extremos condicionados o ligados de . La
funcion f se acostumbra a llamar funcién objetivo.

El método de Lagrange consiste en considerar la llamada funcion de Lagrange

L(X,y,4)= (X, ¥)+49(X,Y)

y resolver el sistema homogéneo formado por las 3 ecuaciones siguientes: las derivadas
parciales de primer orden de la funcion igualadas a cero (2 ecuaciones) y la ecuacion
definida por la condicion, es decir, determinar las soluciones del sistema:

D,L(x,y,4)=D,f(x,y)+AD,g(x,y) =0
D,L(x,y,4)=D, f(x,y)+AD,g(X,y) =0
9(x,y)=0
Este método se aplica para calcular los extremos absolutos de una funcion,

concretamente cuando la condicion expresa la pertenencia del punto en la frontera del
conjunto.
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11.4.3 Extremos absolutos de una funcién sobre un compacto.
Consideremos una funciéon real de dos variables f:ACR?>—R; se dice que la

funcidn tiene un maximo absoluto en el punto (XO, yo) € A si se cumple

f(%. %)= f(xy), V(xyeA

De manera andloga, se dice que la funciéon tiene un minimo absoluto en el punto
(%95 Yo ) € A si se cumple.

f(%.¥)< F(Xy), V(xyeA

Los maximos y minimos absolutos se llaman conjuntamente extremos absolutos de la
funcion.

Célculo de extremos absolutos de una funcion. Si una funcién f:ACR? =R es
continua en su campo de existencia A, el teorema de Weierstrass establece que la
funcién alcanza extremos absolutos en cualquier subconjunto W < A si este
subconjunto es cerrado y acotado (es decir, compacto). Los extremos absolutos de una
funcion en un subconjunto compacto W se alcanzan en alguna de las situaciones
siguientes:

Puntos criticos del interior de W, en los que la funcion sea diferenciable;
Puntos del interior de W, en los que la funcién no sea diferenciable.
Puntos de la frontera de W,

Puntos de la frontera de W en los que no haya recta tangente.

Por lo tanto, para determinar los extremos absolutos de una funciéon en un subconjunto
compacto hay que determinar en cada uno de los casos los puntos en los que la funcion
puede tener un extremo: en el primer caso, se calculan los extremos locales; en el
segundo caso hay que determinar los puntos en que la funcidon no sea diferenciable y
hacer un anélisis local; en el tercero hay que aplicar el método de Lagrange con la
condicién de pertenecer a la frontera y, finalmente, estudiar si es el caso, los puntos en
que la frontera no tiene recta tangente (frontera no derivable).

Ejemplo 11.4.3. Se trata de calcular los extremos absolutos de la funcion
f (X7 y) = Z(X_l)z + 2(y_1)27 (X7 y) € RZ
en el conjunto que se indica:

W:{(x,y):x2+y2—9§0,xy20}

En la Figura 11.4.1 se representa esquematicamente este conjunto.
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4.0

3.0 4

-4.0 -

Figura 11.4.1

Se observa que el dominio de la funcién es R? y que la funcion es diferenciable, y por lo

tanto es continua, en su dominio. El subconjunto W es cerrado y acotado, es decir
compacto y, por lo tanto, la funcién tiene extremos absolutos en este subconjunto.

Definimos la funcion y calculamos los puntos criticos de la funcién en el interior de W:

(%il) f(x,v):=2%(x-1)"242%(y-1)"2;
(%o1) F(x,y):=2 (x-1)2+2 (y-1)2

(%i2) Dxf=diff(f(x,v), x); Dyf=diff{f(x,v), v);
(%02) Dxf=4(x-1)
(%03) Dyf =4(y-1)

El tnico punto critico es P1(1,1).
La frontera de W es el conjunto:

OW ={x’+y*=9,xy>0}U{x=0,-3<y<3}u{y=0,—-3<x<3}.

Habra que estudiar la funcion de Lagrange en cada uno de los tres subconjuntos y en los
puntos en los que la frontera no es derivable: (0,0), (=3,0), (3,0), (0, —=3) y (0,3).

Calculamos la funcion de Lagrange en el primer conjunto y planteamos y resolvemos el
sistema de ecuaciones que resultan de igualar las derivadas parciales a cero:
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(%ai%) L10x,y,a)=Fl a2y 2-97;
Eqladiffiliix,y,a0, =)=0; Eqibediff(l ilx,v,a), vi=0; Eqilc:diff(Li(x,y,a), a)=0;
algsys([Eqla, Eqlb, Eqlc], [xy,al);
(%005) L1(x,y,al=fx,y)+a (><2+y2—9)
(%oB) 2ax+4ix-11=0
(%o7) 2ay+4i(y-11=0
(%08) v° +x°-9=0
3 23/2-¢ 3 3 231216

3
(ﬁnogj[[X:.\‘I_?JY:.J_EJEZTL[x:_,\l_?’vz_.\f_?"a:_ 3

53 o3

Soluciones del sistema: P2[

Calculamos la funcion de Lagrange en el segundo conjunto y planteamos y resolvemos
el sistema de ecuaciones que resultan de igualar las derivadas parciales a cero:

(%2 L20k,y b =Fy b
Eq2adiffil2ix,y b, =0, Eqabdiff(L20x,v b)), vi=0; Eqzecdiff(Lz(x,v b, B1=0;
algsys([Eq2a, Eqzb, Eq2c], [x,y,b]);
(%012 L20x,y,bii=fx,vi+b x

(%013 4 (x-11+b=0

(96014) 4 (yv-11=0

(%0015 x=0

(%ols) [[x=0,y=1,b=4]]

Solucidn del sistema: P4(0,1).

Calculamos la funcion de Lagrange en el tercer conjunto y planteamos y resolvemos el
sistema de ecuaciones que resultan de igualar las derivadas parciales a cero:

(%il2) L300y, o=t v i+o™y,
Eqza:diff(L30x,y,c), =)=0; Eqzbdiff(L30x,y,cl, vi=0; Eqzc:diffil3(x,v,c), ¢)=0;
algsys([Eaza, Eq3b, Eqzc], [x,v,cl);
(Uol8) L30x, v, chi=1flx,vi+cy
(%0193 4 (x-1)=0
(%0201 4 (yv-11+c=0
(Yo2l)y=0
(%o22) [[x=1,y=0,c=4]]

Solucion del sistema: P5(1,0).
Ahora calculamos el valor de la funcion en cada uno de los puntos determinados:

(%ei24) 'f(1,1)=f(1,1);
(%024) f(1,1)=0
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(%0i25) 'f(P2)=(3/sqrt(2),3/sqrt(2)), numer;

Er

f(P3)=F(-3/sqrt(2),-3/sqr(2)), numer;
(%025) f(P2)=5.029437251522857
(%026) f(P3)=238.97056274847714
(%270 T(Ph)=f(0,1);  fiPS)=f(1,0
(%027) f(P4)=2
(%028) f(PS)=2
(%029 f(PE)=F(0,0);  CFP7)=f(2,00, f(P2)=f(0,3),
fP9=f(-3,00;, 'f(P10)=f(0,-3);
(Yoo29) f(PE)=4
(%0307 f(P7 =10
(%031) f(P2)=10
(%032) f(P9)=34
(%033) f(P10)=34

En la Figura 11.4.2 se representan los puntos en los que se calcula el valor de la funcién
para determinar los extremos absolutos.

4.0 1

3.0 4

-4.0

-4.0 -

Figura 11.4.2

Finalmente calculamos el minimo y el maximo de este conjunto de valores:

(%24 min(F(1, 1), f(23/sgrt2),3/sqrt(2)), f-3/sqrt(2),-3/sqrt( 23],
fli[j}j_:l'l 'Flil,[:]:l, fI:BJ[:I:IJ F(D.’Bj.' F(DJD:I.I F(_BJDL f{DJ_Bj :I.l rirmer;
(%0034 0

Tema 11: Funciones inversas. Funciones implicitas. Formula de Taylor. Extremos 37



(%025 max(f1,1), f(2fgrt(2),3fsqril 2], T{-3/sgrt( 2),-3/sqrt( 27,
ﬂil:l.lj-:l.l f[l.l[]:l.l f[g.l[:l:l.l ﬂ:D.IBJ.I F(D.’Dj.' F(_BJDL ﬂil:l.l_gj :I.l numer,
(%0035) 38.970562748477 14

Por lo tanto el minimo absoluto est4d en el punto P1(1,1) y el méximo absoluto en el

NERRG:

punto P3[—i2,— 3 ]
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