Tema 10
Funciones de varias variables.
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Calcular derivadas de orden superior de funciones de varias variables.
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10-1.- Funciones de varias variables.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_10-1.wxm.
10.1.1 Funciones reales de varias variables.

Se llama funcién real de varias variables o campo escalar, cualquier terna (A, B, f) en
laqgue ACR",BCR y f esunacorrespondencia entre los dos conjuntos, tal que para
todo elemento xe A existe un Unico elemento asignado Yy e B. Para expresar una

funcion real de varias variables es habitual escribir una ecuacién de la forma
y=f(x,%,..,X,), Xe ACR".

Notacion:
o Sin=2,seacostumbraaescribir x =x,x, =Y.
o Sin=3,seacostumbraaescribir x =X,X, =Yy, X, =2.

Para calcular el dominio o campo de existencia de una funcidn real de varias variables,
hay que establecer el mayor subconjunto en el que tiene sentido la expresion que
determina el valor de la imagen.

Veamos cémo se definen las funciones reales de varias variables con wxMaxima
mediante algunos ejemplos.

Ejemplo 10.1.1.

(a) Se considera la funcion definida por: f (x,y) = 2(x—1)* +2(y —1)*

Para definirla se sigue una sintaxis muy similar al caso de funciones reales de variable
real:

(%610 F10x,y =201 24 2% y-1)"2;
(%01) Fi(x,y)i=2 (x- 107+ 2 (y-17°

Para calcular el valor de la funcién en un punto, sencillamente:

(%02 'F1(2,3)=F1(2,3);
(%02) f1(2,3)=10

(b) EI volumen de un cilindro recto circular es un nimero real positivo que depende del
radio de la base (r) y de la altura (h) y, por lo tanto, se puede expresar mediante una

funcion real de dos variables: V (r,h) = zr®h, r,h>0.
Entonces:
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(%02 Wi, h) =% 2%,
(%03 V(r,h)i=xreh
(%id) V(5,7)=V(5,7);
(%041 V(5,7)=175 1

(c) Funcidn real de tres variables

(%05 20y, 2 =(x+y )2 +expliz);
ta(1,2,2)=t2(1,2,3);

(%005 f2(x,v, 2 =[x +3-ij2 +expiz)
(%06) f2(1,2,3)= %e +9

(d) Funcidn real de cuatro variables:

(%7 ) F20,y Ly =™ 24 3 - 2% " 2 ey )
t3(1,-1,1,2)=f3(1,-1,1,2);

(%007 ) f3(x,y,u,v):z><2+><3 v+(-2)u2+exp(vj
(%08) f3(1,-1,1,2)= %e?-2

10.1.2.- Operaciones con funciones reales de varias variables

Se pueden llevar a cabo operaciones con funciones reales de varias variables.
Consideremos por ejemplo las funciones reales de dos variables:

f(xY) =2 +y*+1 f,(x,y)=X’sin(x+Y)
Definicion de las funciones con wxMaxima:

(%Il iy =2 24y ™2+ 1, F20,y h=x"2%sinlx 4y ),
(%01) fl(x,y =2 ><:2+~,.f2+ 1
(Yoo2) f2(x,v )= x° sl x4y )

Suma:

(%0i3) (F10¢,y )+ 200,y =T 10,y 4200 v );
(%003 f2(><,yj+f1(><,yj=><2 siny +><j+3f2+2 %%+ 1

Producto por un escalar:
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(%) (a* 10,y N=a* 10,y
(%od) afl(x,y)=a (y2+2 %° + 1)
(%65 expand(%a);

(YooS) aflix,y)=a y2+ 2ax®+a

Producto:

(%617) (10 y )20,y D)= 10,y ) 20,y ),

(%07) F10x,v)F20¢,v)=%% (v +2 xT+ 1) sin(y +x)

(%02 expand(%);

(%0og) fl(x,yjfz(x,y]l:xz ?2 sinly +x )+ 2 x4 sin(*,#+><)+><2 sinly 4+

Cociente:

(%i9) P10y 20y =P 100y 200,y
LG, y)  yP+2u+1

R0y 2 S (y + 30

(%09)

10.1.3.- Funciones vectoriales de varias variables.

Se llama funcién vectorial de varias variables 0 campo vectorial, cualquier terna
(A/B,f) enlaque ACR"BCR" y f es una correspondencia entre los dos
conjuntos, tal que para todo elemento x e A existe un Unico elemento asignado y € B.

Para expresar una funcion vectorial de varias variables es habitual escribir un vector
definido mediante las componentes de la funcion, que son funciones reales de varias
variables. Asi, pues:

F (X X0 X0 ) = (FL(X X0y X )y B (X X540, X)), XE AC R
Veamos la definicién con wxMaxima mediante un ejemplo:

(%0il) f10x,y, 2 =x"2+y-=in(z); felx, v,z i=z%xplx+y);
fl,y, 2 =[F10x,y,20,f20,,2)];
(%00l fl(x,v,z)::x2+y-sin(zj
(%002) f20x, v, 2=z explx+v)
(Yo3) fx, v,z =[f1lx,v,z),f2(x,v,2)]

(%i4) 'f(1,2,-1)=F(1,2,-1);
(%od) f{1,2,-1)=[sinf 1)+3,- %e?]
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10.1.4.- Operaciones con funciones vectoriales de varias variables
Si se consideran dos funciones:
f:ACR"-R", g:A, CR"—R"

se pueden llevar a cabo componente a componente las operaciones suma y producto por
un escalar real.

Suma:

(%il) fl0x,y, 2 =x"24y-siniz); f2lx v,z i=z%explx=+y];
fis, v, zh=[f10x,y,2), 120,20 ];
(%ol fi(x,y,zj:=x2+y—5in(zj
(o) f2(x, v, 2=z explx+y)
(Yo3) fx, v, 20 =[f1l(x,y,z),f2(x,v,z]]

(%) glix,y,zi=2%" 24y " 243%2+ 1, g2y, Z )=z 2%ein ey ),

alx,y,z)i=[g10x,y,2),920x,y,2)];
(%aod) glix,y,z2):=2 ><2+~f2+3 z+1

(%005 g2(><,~f,2):=22 Sin{x 4y )
(%006) glx, v, z):=[gllx,y,2),g2(x,y,2]]

(%i7) ((F+a)0x,y,2))=f0y,2) + gy, z);
(%07) (g+F)x,y,2)=[-sn(z)+3z+y +y +3 x°+1, sy +x)z° + %el 2]

Producto por un escalar real:

(%i8) '((af)0xy,2))=a*0y,2);
(%08) af(x,y , z)=[a(-sn(z)+y+x7),a %e¥ ¥ 2]

Producto escalar:

(%i9) f(x,v,2).0(x,v,2);
(%09) (3 z+y°+2 x2+ 1) (-sin(z)+y +x2)+ %e’ T¥ sin(y +x) z°

Si se consideran dos funciones vectoriales
f:ACR"—R", g:A CR"—>R"

se define la funcién compuesta go f mediante:
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(9o fF)(x)=9g(f(x)); Dom(gef)={xeA, f(x)eA,}
Por ejemplo:

(%il) flir,a):=r*cos(theta); f2(r,a)=r*sin(theta);
gix,y i=sqrt(R72 - w2 - ™20,
Fir,ai=qifi(rtheta), f2(r,theta));

(%ol) fi(r,a)=r cos(a)

(%oo2) f2(r,a):=rsin(8)
(%03) g(x, v ):=ARZ-x%-y*

(%ood) Fir, a)=\JR2—r2 sir‘niejlz—r2 cos(ﬁ)zl

(%S rigsimp( %),

(%005 Fir, a]l=*\.|R2—r2

VVeamos otro ejemplo:

(%) glxy,zi=x*"24exp(z);
FL{t)=2%+1; f2(th=t"2+2, f2(t)==in(t);
fit)=[F1t), f2(t), f3(t)];

(%01) g(x,v,z)i=x y= +exp(z)
(o) fi(thi=2t+1
(%03) f2(t) =t +2
(%od) f3(t)=sint)
(%005 f(t):=[f1(t]), f20t), f20t)]

(%4its) ‘(olf(t)=g(f 1), f20e),f3(0);
(%08) gl f(t))= %e D 4 (2 14 1) (2 427
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10-2.- Representacion grafica de funciones reales de dos variables.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_10-2.wxm.

Para representar graficamente una funcion real de dos variables hay que:

1) Definir la funcion

s

2) Aplicar las opciones del ment “Gréficos 3D”, seleccionando las opciones que
mas interesen para la representacion grafica que se quiera hacer.

El cuadro de dialogo de Gréaficos 3D es:

Graficos 3D

Expresicn |E |
variable: x| De: |—5 | Hasta: |5 |
variable: |7 | De: '—5 | Hasta: |5 |
Cuadricla: (30 |3 x (a0 |2
Formato: | enlinea ]
Opciones: | v_i [#] pmiaD
Gréfico al archivo: | |
| aceptar | | cancelar |

Breve descripcion de las opciones del cuadro:

gréfica.

Expresion: hay que escribir la notacion asignada a la funcion.
Variable x: hay que especificar el rango de la variable x.
Variable y: hay que especificar el rango de la variable y.
Cuadricula: opcién para modificar la graduacion de la malla en la que se hace la

Formato: hay cuatro opciones: predeterminado, en linea, gnuplot y openmath.

Hacen referencia a cuatro formatos de salida de la grafica que se veran en los

Ejemplos.
Gréficos 3D 3
Expresion gfl (%, 7 |
Yariable: K | De: |—5 | Hasta: ,5 |
Yariable: IY ! De: |—5 | Hasta: I5 |
Cuadricula: I_SU .. = ISU =
Formato: : v]
redeterminado -
Opciones: v| [pmao
anuplak e
Gréfico al archivo: iopenmath |

[ Aceptar ] [ Cancelar ]
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e Opciones: hay seis opciones que configuran la forma de la gréafica, tal como se

verd en los Ejemplos.

Graficos 3D

Expresicn | %

Wariable: |x | Ce: |-5 | Hasta: |5

Yariable: |Y | De: |-5 | Hasta: |5

Cuadricula: | 30 | =i | 30 | -

Formato: | en linea A |

Jpciones:

|:| prnal

set prm3d at b

Grafico al archivo:  |set pm3d at s; unset surf; unset colorbox
set pmi3d map; unset surf

set hidden3d

set mapping spherical

set mapping cylindrical

Fancelar

Ejemplo 10.2.1. Se haré la representacion grafica en diferentes formatos de la funcion

f(xy)=2(x-1)* +2(y -1)°

Definicion de la funcion:

(i1 f20,y h=xa-y ™2,
(%ool) f20x,v )= xz—yg

Grafica con el formato “predeterminado” habiendo hecho una rotacion de la gréfica

obtenida:

160
140
120
100
80
60
40
20

2¥(y-1)"2+2%(x-1)"2
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Gréafico con el formato “en linea” y diferentes opciones

(D’HDB) WXD'OBd(fl(X,Y), [XJ-SJB].’ [Y.'-S.'S].'
[anuplot_prearmble, "set pm3d at b3

2w {y=13"2+2% {x=13"2

(%t3)

(D!':'H:] WXD"JBd(H(X;YL [XJ_5J5:|.' [VJ_S.IBJJ
[gnuplot_preamble, "set hiddenzd" 113

2u{y=13"242& {132

(9%t4)

(0’65) WXDlOBd(fl(XJY), [X.'_S.'S].' [VJ_S.IBJJ
[gnuplot_preamble, "set pm3d at ) unset surf; unset colorbox" 13

(%15)

10
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Ejemplo 10.2.2. Se hara la representacion grafica en diferentes formatos de la funcién

f,(x,y)=x*—y?
Definicidn de la funcion:

(%0il) fil,y n=2%0- 10" 24+ 2% 0y-10"2;

(%01) Fl(x,y )= 2 (x-1F +2(y-17
El formato “predeterminado” abre una ventana que permite ver la grafica con diferentes
angulos y perspectivas. Se recomienda aplicar esta opcién en el archivo de este

apartado. Con la opcion “en linea” el gréafico queda “enganchado” al propio archivo de
calculos.

Gréafico con el formato “predeterminado” habiendo hecho una rotacion de la gréfica
obtenida:

X2-y"2

Grafico con el formato “en linea” y diferentes opciones
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(D’f':'B) prlOBd(fz(xa\fl)a [XJ_B.'S].' EVJ_SESJJ
[anuplot_prearble, "set pm3d at b" g

W 2=-y~2

3@
28
18

=18
=28
=38

(%t3)

(D"{DH) WXDlOth(f2(X_,Y)_, [XJ-5J5]J [YJ-5J5]J
[grnuplot_prearmble, "set hidden3d" )3

R 2=y™2
30
38 28
o8 ;“
18
2 a -18
(Yat4) -18 -28
-28 =38
-38

(D’{DE) WXplOth(f2(XJY)J [XJ-5J5]J [YJ'SJS]J
[griuplot_prearble, "set prmzd at s; unset surf; unset colorbox" 115

38
28
18

ad -18
(%ot=) Tie
=38
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10-3.- Limites de funciones reales de dos variables. Continuidad

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_10-3.wxm.

Limite en un punto de una funcion real de dos variables.
Si f:ACR>—R Yy (X,Y,) €sun punto de acumulacion del campo de existencia de

la funcion, se dice que la funcion tiene limite L€ R en el punto (X,,Y,) Sicualquiera
quesea >0 existe 5>0 tal que paratodo (x,y)e(B"((X,¥,);5))NA secumple

|f(x,y)-L|<e. Notacion: L= lim f(x,y).

(%,¥)=>(X0:¥o)
El limite de una funcion en un punto, si existe, es unico.

Limite en un punto de una funcién real de dos variables segiin un subconjunto

Si f:ACR’—R, (X,Y,)eA' Yy W CR?, se dice que la funcién tiene limite
LeR enel punto (X,,Y,) segun el subconjunto W, si cualquiera que sea & >0 existe
5>0 tal que paratodo (x,y)e(B"((%,Y,);8))W secumple |f(x,y)-L|<s.
Notacion:

L=Ilimf obe L= Ilm f(xy)
(X0,¥0) (x,¥)>(Xo,¥0)
W (x,y)ew

Si el subconjunto W es una recta, el limite se llama direccional.

Si existen dos subconjuntos W,,W, tales que el limite respectivo de la funcion en el

punto segun cada uno de ellos es diferente, entonces el limite de la funcion en el punto
no existe.

En wxMaxima no hay ninguna instruccion implementada para calcular el limite de
funciones de dos ni de mas variables. Por lo tanto, hay que aplicar los criterios a este
efecto aplicando los célculos con el programa.

Ejemplo 10.3.1. Se considera la funcion:

2x2 .
f(x,y)=2X2—+yy2, si (x,y) = (0,0)

El dominio de esta funcion es A=R*—{(0,0)} y el punto (0,0) es un punto de
acumulacion de A. Verifiquemos que !(l)r(g f =0. En efecto:

2X°y |: 2x°

|f(x,y)—0|: 2x2+y2‘ 2x2+y

z|y|<[y|<e

Tema 10: Funciones de varias variables. Limites, continuidad y diferenciabilidad 13



siempre que |(X,y)—(0,0)|=+X*+y* <&,con s<e.

Ejemplo 10.3.2. Se considera la funcion:

f(x,y) = X2X+ si (x,y) # (0,0)

21

El dominio de esta funcion es A=R*—{(0,0)} y el punto (0,0) es un punto de

acumulacion de A. Si se considera el subconjunto W :{(x, y)iy= mx} que es una

recta que pasa por el origen, entonces el limite (direccional) de la funcion segln este
subconjunto en el punto es:

FOE AN e 3 M ™Y Me™ Ly oY
(%ail) flx,wh=(x™2) (x™24+y™2);

32
(%o1) f(x,vy):= N
X< +y

H

O R
| ol ) T'k.-‘_. mM™=x ),
2

Yo02) ———
( ) me x? +32

(%i3) Li=lmit( f(x,m*x) , =, 0);

(%03) L1=
m<+1

Por lo tanto el limite direccional depende de la recta y en conclusion, el limite de la
funcion en el punto (0,0) no existe.

Limites reiterados. Si f:ACR* =R y (X,,Y,) €A, se llaman limites reiterados
de la funcion en este punto, los limites siguientes:

L, = Iim(lim f(x, y)) L, :Xlim(lim f(x, y))

Y=>Yo \ X=X X \Y—™>Yo
Célculo con wxMaxima:
(%ail) imit ( imit(f(x, ), v, vO) , %, x0);

(%o1) lim Im f(x,y)

X% — %0y — 0
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(%i2) limit { limit(f(x,v), =, %0}, v, v03;
(%02) lm lim f(x,y)

-'?'. —* -'?'.l:l X— }{l:l

Propiedades de los limites reiterados:
o Si existe el limite de la funcion L= lim f , entonces cualquiera de los limites

(X0, ¥0)
reiterados que exista debe tener este valor.
« Puede que alguno de los limites reiterados 0 ambos no existan y si que exista el

limite de la funcién L= lim f .
(%:Yo0)

« Si los limites reiterados existen pero son diferentes, entonces el limite de la funcion
en el punto no existe.

« Si los limites reiterados existen y son iguales, esto no implica que el limite de la
funcién en el punto exista.

Ejemplo 10.3.3. Se considera la funcion definida por

f(x,y)= X4X+yy2 . si (% y) = (0,0).

Entonces se Cumple:
[:':DI:I.:l 1"(.3-:,‘;,-'}:=(}:“"2 ¥ \:r'.:l_'I:(K/\.4+\:r'.f\.2_':ll:
2.,

(%o1) f(x,v):=

W

H
xty2

Limites reiterados en el origen:

(%i2) 'Lyx(0,0) = limit ( imit(f{x,y), v, 0), %, 0);
(%02) Lyx(0,0)=0

(%i3) 'Ly (0,0 = limit { imit(f(x,v), %, O, v, 0);
(%03) Lxy(0,0)=0

Asi, pues, los limites reiterados en el origen existen y son iguales. Sin embargo
calculamos el limite direccional segtn las parabolas de ecuacion y = x*

(%) 'LLy=x"2](0,0) = mit{f{x,x"~2), %, 0);
1

0 =—
(%04) L _ (0,0)=

Por lo tanto, el limite de la funcidn en el origen no existe.
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Ejemplo 10.3.4. Se considera la funcion definida por:

(x+ y)sin[i]sin [1] si (x,y)=(0,0)
f(x,y)= X y :

0, six=00y=0
Entonces se cumple:

(%il) fix,y):=(x + y)®sin(1/x)*sin(1/y);
ifl.". . ifl.".
(%01) f(x,v):=(x+v) Sin!;,Sln!:,

y
Limites reiterados en el origen:

FOE Y oy 1 1Y — [ £ e B e ved ar 110 %
(%i2) 'Lyx(0,0) = lmit ( imit(f{x,y), v, 0), %, 0);

(%02) Lyx(0,0)=ind

(T B L P 2R’ — N . i o I it R 1 e =% . AR
(%i3) 'Lxy(0,0) = limit { imit(f(x,y), x, 0), v, 0);

(%03) Lxy(0, 0)=ind

Asi, pues, los limites reiterados en el origen no existen. Sin embargo el limite de la
funcidn en el origen existe y vale 0 ya que es el producto de una funcion de limite O por
una funcion acotada.

El Teorema de descomposicion del dominio.
Sea f:ACR*—R y (X,Y,) un punto de acumulacion del dominio. Si el dominio

de la funcion se descompone en reunion finita de subconjuntos A=W, U---UW_ Yy se
cumple que L= (Iim) f, k=12,..,p entonces se verificaque lim f=L.
X0, Yo

(X0,¥0)
Wy

Xy
Ejemplo 10.3.5. Para calcular el limite Iime—1 aplicaremos el teorema de

(0,0) /x2+y2

descomposicion del dominio, de la manera siguiente:

A=TR2—{(0,0)} =W, UW, UW, =
:{(x,y)eRz:x:O,yzo}U{(x,y)eRz:sz,y:O}U{(x,y)eRz:x::o,yzo}

verificandose que:
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I a AT TR A R o TR e A For ™ LN kT
(%oil) tay):=(%e™(xFy) - 1) / sqri(x™2 + v 2) ;

ae¥ V-1
(%0l) f(x,v)i=—
|'}{2+\?,.2
(%i2) 'LW1(0,0) = limit(f(0,y), %, 0);

(%02) LW1(0,0)=0

FO Y A Ny = | F o S S A
(%i3) 'LW2(0,0) = limit(f{x,0), v, 0);

(%03) LW2(0,0)=0
El limite segun el tercer subconjunto se calcula mediante:

mE L X i€t X
00 xy \/x2+y2 00 xy \/x2+y2

y=1-fitada-0=0

Por lo tanto, se cumple que !grg}— =0.

Continuidad de funciones reales de dos variables

Si f:ACR* =R y (%,Y,) €A, esun punto del dominio que también es de acumu-

lacidn (es decir es un punto no aislado del dominio), se dice que la funcion es continua
en este punto si se cumple

lim £ (xy) = (%, ¥o).-

(x,¥)— (%0, Yo0)

Si en un punto una funcién no es continua, se dice que es discontinua. Se dice que fes
continuaen X < A si la funcién es continua en todos los puntos de este subconjunto.
El mayor subconjunto del dominio en que una funcién es continua se Ilama campo de
continuidad de la funcion.
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10-4.- Derivadas parciales. Derivadas direccionales. Derivadas de
orden superior.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_10-4.wxm.

10.4.1. Derivadas parciales de funciones reales de dos variables

o]
Consideremos una funcién f:ACR? —R y un punto a=(a,,a,) € A. Se definen
las derivadas parciales de f enel punto a mediante:

D, () = lim A= B8]y g g iy LB 7= (302)

t—0

Notacion:

D,f(a)= D11‘(61)5%(61) ; Dyf(a)Esz(a)E%(a)

0
Una funcién f:ACR? — R se dice derivable parcialmente en acA, si en este
punto existen las dos derivadas parciales de la funcién.
Una funcién f:ACR? — R se dice derivable parcialmente en un subconjunto del

dominio si existen las dos derivadas parciales de la funcion en todos los puntos de este
conjunto. Las funciones que asignan a cada punto la derivada parcial correspondiente se
Ilaman funciones derivadas parciales de f.

Veamos como se calculan las derivadas parciales con wxMaxima.

Ejemplo 10.4.1. Si se considera la funcion definida por (X, y) = 4x* + 3y’ se trata

de calcular las funciones derivadas parciales y las derivadas parciales en el punto
a=(12).

Primero hay que definir la funcion:

FO AN E oy e — A FE AT
(%) fx,y):=4"x"2 + 3%y"2;

(%o01) f(x,y):=4 X% +3 ‘:,-‘2

A continuacién hay que aplicar las instrucciones de célculo de derivadas, analogas al
caso de funciones de una variable, pero en este caso se ha de especificar la variable
respecto a la que se deriva. Se puede obtener la expresion de la funcion derivada parcial
correspondiente con la instruccién “define”:
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_—

(%i2) define (Dxf(x,y) , diff(f(x,y), %)
define (Dyf(x,y) , diff(f(x,y), v)
(%002) Dxf(x,y):=8x

(%03) Dyf(x,y):=6y

P

7

Y finalmente se puede calcular el valor de las funciones derivadas parciales en el punto
correspondiente:

(%sid) 'Dxf(1,2)=Dxf(1,2);
'Dyf(1,2)=Dvyf(1,2);
(%o4) Dxf(1,2)=8
(%05) Dyf(1,2)=12

En algunos casos el calculo de la derivada parcial en un punto no se puede llevar a cabo
de una forma tan sencilla y hay que recurrir a la definicidn para verificar si la funcién es
0 no derivable parcialmente en el punto, tal como se muestra en el Ejemplo que sigue.

Ejemplo 10.4.2. Se considera la funcion definida por

3+y3 )
——, SI (X, 0,0
f(oy)= iy & 0700

0, si (x,y)=(0,0)

Se trata de calcular las funciones derivadas parciales, las derivadas parciales en un
punto cualquiera (x,,Y,)=(0,0) y las derivadas parciales en el punto (0,0).

Comencemos calculando las derivadas parciales de esta funcion:

(%il) f(x,v):=(x"3 + y*3)/(x™2 + y™2);
x3+y3

X% +y

(%01) f(x,v):=

-

(%i2) define (Dxf(x,y) , diff(f(x,v), ) );
define (Dyf(x,y) , diff(f(x,v), v) );

3 EE
3x? 2x(yP+x?)

-

L

(%002) Dxf(x,y):=

e 2 L2
Hx? (y24x2)

32 2,
(%03) Dyf(x,vy):= 2? --
¥

+X

Ahora ya podemos calcular las derivadas parciales en un punto cualquiera
(%1 ¥o) # (0,0):
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(%) 'Dxf(x0,y0) = Dxf(x0,y0); 'Dyf(x0,y0) = Dyf(x0,y0);

3x02 20 (y07 +x07)

(%04) Dxf(x0,v0)= - .
";."D +x0 |:-.?,-|:|2+}{|:|2::

3y02 2 y0 (yoi+x0?)

(%05) Dyf(x0,y0)= T >
Yoo +:l® e 4und)

Las derivadas en el origen no se pueden calcular aplicando las funciones derivadas
parciales en este punto. En efecto:

%i) 'Dxf(0,0)=Dxf(0,0);  'Dyf(0,0)=Dyf{0,0);
Division by 0
#0: Dxf(x=0,y=0)
- an error. To debug this try: debugmode(true);
Division by 0
#0: Dyf(x=0,y=0)
- an error. To debug this try: debugmode(true);

Por lo tanto se ha de aplicar la definicion de derivada parcial:

(%i8) 'Dxf(0,0) = limitl (f(t,0) - 0)/(t), £, 0);
(%08) Dxf(0,0)=1

(%i9) 'Dyf(0,0) =imit( (f(0,t) - 0)/(t) , t, O);
(%09) Dyf(0,0)=1

Asi pues la funcién es derivable parcialmente en el origen y se ha calculado el valor de
cada una de estas derivadas parciales.

10.4.2 Derivadas direccionales de funciones reales de dos variables
Consideremos una funcion f:ACR®* — R yun punto acA. Se define la derivada

. ., . . 2 ;. . .
de f en este punto en la direccion del vector unitario U € R“ como el limite, si existe:

Duf(a)zltin;l f(a+tut)— f(a)

f
Notacién: D, f(a)=2"(a),
ou
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Ejemplo 10.4.3. Se considera la funcion definida por f(X,y)=Xx+2y; se quiere
calcular la derivada direccional segun el vector v=(1,1) en el punto a=(3,2).

En primer lugar se observa que el vector dado no es unitario y, por lo tanto, hay que
normalizarlo:

(%il) 'u=u:[1,1];  modulsgrt(1~2+1"2); 'u[1]=u/modul;
(%o1)u=[1,1]
(%02) A2
(%03) uy =[—=,—=]
2"

Ahora definimos la funcién:

(%) f(x,v):=x+2%y;
(%ood) f(x,y)i=x+2vy

Y procedemos al célculo de la derivada direccional:

(%i5) 'Duf(3,2) = limit(( f(3-+t/sqrt(2),2-+t/sqrt(2)) - f(3,2))/t, t, 0);

1
(%05) Duf{3F2}=£+ﬁ

10.4.3. Derivadas de orden superior de funciones reales de dos variables

Consideremos una funcién f: ACR? — R. Si la funcién es derivable parcialmente

en un subconjunto QQ — A, existen las derivadas parciales D, f,D,f definidas en Q.

Si estas funciones son derivables parcialmente, sus derivadas parciales se Ilaman
derivadas parciales de sequndo orden.

Para cada a=(a;,a,) €Q se definen asi:

im Dx f (a1+t’a2)_ Dx f (avaz)

—0 1

D,,f(a) =D, (D, F)(@)=!

D, (@)= D,(D, f)(a) = lim 2= {&:2 £U =D, (B )

t
D, f (a) = D, (D, f)(a) =lim D, f(a +t,a2:— D, f(a,a,)
Dyy f (a) = Dy(Dyf)(a) _ ItLrE] Dy f (a1,a2 +t:— Dy f (ai,az)
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Notacion:

B =62_f _ _ _ o* f
D, f(a) =D, f(a)=—7(a) : Dy f@=Dy.f@)=2-@
2 o’ f
D, 1(@) =Dyt @= 2@ ; D, {@=Dyf@=73(

Metodologia de calculo: dado que se trata de derivar parcialmente, se aplica la misma
metodologia que se ha comentado para las derivadas parciales de primer orden.

Las derivadas D,, f(X,y) y D,, f(X,Y), se llaman derivadas cruzadas (0 mixtas). Por
estas derivadas hay un teorema importante.

Teorema (Schwarz). Si una funcién f:ACR?* — R es tal que en un entorno del
punto  (a,b)e A existen las derivadas parciales D, f(x,y), D,f(xy),
nyf(x, Y) y esta derivada parcial de segundo orden es continua en el punto

(a,b) € A, entonces existe la derivada de segundo orden DyX f(a,b) y se cumple la
igualdad D,, f(a,b)=D,, f(a,b).

La matriz hessiana. Si una funcién f :ACR? — R es derivable dos veces en un
punto (a,b) e A, se llama matriz hessiana de la funciéon en este punto, la matriz
cuadrada

(%160 ©r160)

D, f(ab) D,f(ab)

Ejemplo 10.4.4. Se considera la funcion definida por:
f(x,y)=2xy—xy?+e”.
Derivadas parciales de primer orden:

(%%il) f(x,y):=2%x"3%y - xFy"2 + exp(x®y);

(%o01) f(x,y):=2 x> y—xy2+exp(xy]

Ffoe T s o N of S o o A W L T
(%i2) define (Dxf(x,v) , diff(f(x,v), x) );

4 4 44
T N o S o S o o o T T T
define (Dyf(x,y) , diff(f(x,y), v) );

(%02) DxF(x,y):=y %e* -y +6 %%y
(%03) Dyf(x,y):=x %e* -2 x y+2 x°
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Derivadas parciales de segundo orden:

(%i4) define (Dxxf(x,y) , diff(Dxf(x,v), x) );
define (Dxyf(x,y) , diff(Dxf(x,v), v) );
(%04) Dxxf(x,y):=y? %e* Y +12 xy
(%05) Dxyf(x,y)i=xy %e™ Y +%e™Y-2y+6:

(%i6) define (Dyxf(x,y) V) diff(Dy (=, v), %) )
define (Dyyf{x,v) , cllff(D_, f,v), vl 0

(%06) Dyxf(x,y):=xy Y%e™ ' +%e* -2 v+ 6 X2
(%07) Dyyf(x,y):=x° %ex\-"—z X

Para calcular la matriz hessiana se puede construir una matriz con las derivadas de
segundo orden calculadas, o bien utilizar la instruccion “hessian” de wxMaxima que
permite obtener esta matriz directamente:

(%i8) Hf(x,y) = |'|'|atr|a { [Dxxf(x,v), Dxyf(x,v)] , [Dyxf(x,v), Dyy ﬂ(a,,, );

y? %e* ¥+12xy Xy %e* ¥ +9e¥ V.2 y+6x?
(%008) Hf(x, y)=
Ny %he* ¥ 49e* V.2 y 46 % % %ee¥ ¥-2 x
(%i9) Hf(x,v) = Hf: hessian (f{x,v) , [x,v]) ;

y2 %eX ¥ 412 xy Xy %eX ¥ +%e¥ V-2 y46x?

(%09) Hf(x,y)=

Xy %eX ¥ +%e¥ V-2 y46x? % %R V-2 x
Para calcular la matriz hessiana en un punto, la sintaxis de wxMaxima es la siguiente:
(%il0) 'Hf(1,0) = Hf10:subst{ [x=1, y=0] , Hf};

(%010) Hf(1,0)=

10.4.4. Derivadas parciales de funciones reales de varias variables

Para funciones reales de mas de dos variables la metodologia de célculo de derivadas
parciales de primer orden, de derivadas direccionales y derivadas parciales de orden
superior es analoga al caso de dos variables. Veremos la sintaxis mediante un ejemplo.

Ejemplo 10.4.5. Se considera la funcion definida por:

f(X,V,2z)=4x>y? +3xe’
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Definicion de la funcion:

(%il) f(x,y,z):=4*x"2%y"2 + 3*x%exp(z™2);
(%o0l) f(x,y,z):=4 X2 y2+ Ix exp(?_2]

Derivadas parciales de primer orden:

(%i2) define (Dxf(x,v,z) , diff(f(x,y ,ZI x) );
define (D*;,-'ﬂ:x,;,, . diff(f(x,v,z ‘;,-'} :.1
define (Dzf(x,v,z dlfﬂ(ﬂ(a, ,2| z) )

(%02) Dxf(x,y,2):=3 % e“ +8}c'}f
(%03) Dyf(x,y,z):=8x"y
(%04) Dzf(x,v,z):=6 x z %he’ 4

Derivadas parciales en un punto:

(%is) 'Dxf(1,2,-1) = Dxf(1,2,-1);
'Dyf(1,2,-1) = Dyf(1,2,-1);
Dzf(1,2,-1) = Dzf(1,2,-1);

(%05) Dxf(1,2,-1)=3 %e +32

(%06) Dyf(1,2,-1)=16
(%07) Dzf(1,2,-1)=-6 %e

Derivadas parciales de segundo orden:

(%i8) define (Dxxf(x,v,z) , diff(Dxf(x,y eZ' ""» /i
define (Dx*;,-ﬁ:x,;, , diff(Dxf(x,v,2), v) 2'
define (Dxzf(x,v,z) , diff(Dxf(x,y ,2| 2; }

(%08) Dxxf(x,vy,z): —By

(%e09) Dxyf(x,y,z):=16xy

;2
(%010) Dxzf(x,y,z):=6 z %e’

(%il1) define (D;,-hf(:«,;, , diff(Dyf(x,y ,ZI X)
define I:D\:r"\:r"ftx.l: s dlﬂ:(D 'I:(H-' ¥ Z :I :
define (Dvzf(x,v,z) , diff(Dyf(x,y ,ZI zjj

(%o11) Dyxf(x,v,z )'-lﬁ}c‘}f
(%012) Dyyf(x,v,z): =8 x?
(%013) Dyzf(x,y,z):=0
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(%il4) define (Dzxf(x,y,z)
define (Dzyf(x,v,z)
define (Dzzf(x,v,z) ,
(Y%014) Dzxf(x,v,z):=62 %
(qaa15)Dzyf(x,y,zj:=U

, diff(Dzf(x,v,z), ®)
leﬁ:DzF(x,,', ,I, W)
dlfﬂ(Dzﬁih,,, z), Z

et Pt

4
b1

—

;2
(%016) Dzzf(x,y,2z):=12 x 7% %e? +6 x %e’

Matriz hessiana:

(%il7) Hf(x,v,2) =

3 ‘,-"2

(%017) Hf(x,v,2Z)=| 16xy

E 7 Bhal

(E 0il8) Hf(x,y) = Hf hessian (f(x,y,z)

& ‘,-"2

(%018) Hf(x,y)=| 16xy

Gz el

Matriz hessiana en un punto:

(%i19) 'Hf(1,2,-1)
32

(%019) Hf(1,2,-1)=| 32

matrix( [ Dxxf(x,v,z
C Dyxf(x,v,z
Dzaﬁ{a, ¥,

16Xy

g %2

o

16xy
g %2

a0

= Hf10:subst( [x=1,

-6 Yhe

32

Bz %e

Mar 4 T .
¢ LEYLEL)

[}

. Doy (o, vy,
l' D.’ .’ ﬂihf.’l’ :Il'
z), Dzyf(x,v,2),

y=2, z=-1] ,

z), Dxzf(x,v,z)]
roN oy 37
Dyzf(x,v,z)]
P A7
Dzzf(x,v,z)]

Hf);
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10-5.- Matriz jacobiana. Diferenciabilidad. Regla de la cadena.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Tema_10-5.wxm.

10.5.1 La matriz jacobiana.

[o]
Si la funcién f : ACR® — R es derivable parcialmente en un punto a <A se llama
matriz jacobiana de f en este punto la matriz fila de dos columnas definida por:

Jf(a)=(D,f(a) D,f(a))
Ejemplo 10.5.1. Se considera la funcion definida por
f(x,y)=2x"y—3xy*

La sintaxis para el célculo de la matriz jacobiana en un punto cualquiera y en un punto
concreto es la siguiente:

(%il) f(x,y):=2%x"2*y-3*x*y"3;

(%o01) f(x,y):=2 X2 v-3 }{‘5,-‘3

(%i2) 'If(x,v) = If: jacobian([f(x,v)],[x,v]);
(%02) If(x,y)=[4xy-3y3 2x2-3xy?]

(%i3) 'Jf(1,2) = subst([x=1,y=2], Jf);
(%03) Jf{1;2]=['15 -34]

Si se considera una funcion real de varias variables f:ACR" — R tal que es

(0]
derivable parcialmente en un punto a € A se llama matriz jacobiana de la funcion en
este punto la matriz fila de n columnas definida por:

Jf(a)=(D,f(a) D,f(a) - D,f(a))

Ejemplo 10.5.2. Se considera la funcion definida por
f(x,y,z,t)=2x"y —3zy® + 227 sin(t)

La sintaxis para el calculo de la matriz jacobiana en un punto cualquiera y en un punto
concreto es la siguiente:
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(%il) f(x,y,z,t):=2%x"2%y-3*%z%y~3+2%2" 2%sin(t);
(%01) f(x,vy,z,t):=2 X2 v-3 z‘g,r3+ 2 72 sin(t)

(%i2) If(x,y,2,t) = If: jacobian([f(x,y,z,t)],[x,v,z,t]);

(Y%02) Jf{x,mz;t]=[4xv 2%2-9y2z 4sin(t)z-3y3 2c05[t]22}

(%i3) 'J(1,2,0,1) = subst([x=1,y=2,z=0,t=1], If);
(%03) Jf(1,2,0,1)=[8 2 -24 0]

Si se considera una funcion vectorial de varias variables f:ACR" —R™ tal que las

0
funciones componentes son derivables parcialmente en un punto a € A, se llama matriz
jacobiana de fen el punto a, la matriz de m filas y n columnas y coeficientes reales:

D1 f1 (a) D2 f1 (a) T Dn f1 (a)
5 (a) _ ( Dk fi (a) )ﬁfm _ D1 fz(a) D2 fz (a) . Dn fz (a)
Dl fm (a) D2 fm (a) Dn fm (a)

Si m=n la matriz jacobiana es cuadrada y su determinante se llama jacobiano de la
funcién en el punto a.

Ejemplo 10.5.3. Se considera la funcion definida por

X+y

f(x,y)=(2y-3xy°,e", xy—2x’y)

La sintaxis para el calculo de la matriz jacobiana en un punto cualquiera y en un punto
concreto es la siguiente:

(%il) fi(x,y):=2%x"2%y-3*x*y"3; flj(:{,*yf]:=e:{p(}{+ﬂ; f30x, v )i =xFy-2%x" 2%y,
fx,v):= [f10x,y) , f20x,v) , B30 v)];
(%o01) fi(x,y):=2 x? v-3 xyB
(%02) f2(x,v):=exp(x+y)
(%03) f3(x,y)i=xy-2 X2 i
(Yeod) f(x,y):=[f1(x,y), f2(x,y), 3(x, y)]

Tema 10: Funciones de varias variables. Limites, continuidad y diferenciabilidad 27



(%i5) If(x,y) = If: jacobian( f(x,v), [x,v1);
4xy-3y? 2x%-0xy?
(%05) If(x,y)=| %ee¥™* oV *x

V-4 ®y %-2 %2

(%i5) (1,-1) = subst(Dx=1,y=-1], )

-1 -7
(%05) Jf(1,-1)=[1 1
3 -1

10.5.2. Diferenciabilidad

Consideremos f : ACRR* — R una funcion y un punto a:(ai,az)e,&. Si existe la
matriz jacobiana de f en el punto a, Jf(a) :(Dxf(a) Dyf(a)), se llama diferencial
de f en el punto a la aplicacion lineal df :R*> — R tal que su matriz en las bases
canénicas es Jf (a), es decir, tal que [dfa]BcB; =Jf(a). En virtud de esta definicion,

para un vector h = (h,h,) € R* se cumple:

h,

df, (h) = Jf (a)[h] =(D, f (a) Dyf(a))(h

j:thxf(a)+h2Dyf(a)

Sediceque f:AC R?* — R es diferenciable en el punto a= (a,a) e/&, si la funcion
df, cumple la condicion siguiente, llamada condicion de diferenciabilidad:

im F@+0) = @ —df,(h) _

h—0 |h| 0

es decir:

_ f(a+h,a,+h)-f(a,a,)-(hD,f(a)+hD,f(a))
lim =0

La condicion de diferenciabilidad se interpreta asi: la funcion diferencial df, aproxima

localmente los incrementos de la funcion. Ademas es la Unica aplicacion lineal que lo
verifica.
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La existencia de las derivadas parciales es condicion necesaria para la diferenciabilidad,
pero no es suficiente.

Condicién suficiente de diferenciabilidad. Si f:ACR?* —R es derivable

0
parcialmente y las derivadas de primer orden son funciones continuas en el punto ae A
entonces la funcion es diferenciable en este punto.

Propiedades de las funciones diferenciables en un punto. Si f :ACR?> - R y

[0]
ae A, se cumplen las propiedades siguientes:

(1) Si la funcidn es diferenciable en el punto, entonces es continua en este punto (el
reciproco no es necesariamente cierto).

(2) Si la funcion es diferenciable en el punto, entonces es derivable en cualquier
direccion y para todo vector unitario U € R*, se cumple D, f (a) = Jf (a)[u] :

(3) El reciproco de la propiedad anterior no es cierto, es decir, una funcion puede
tener derivada en cualquier direccién en un punto y no ser diferenciable en este
punto.

Ejemplo 10.5.4. Se considera la funcion definida por
f(x,y)=x*+2y?

Esta claro que esta funcion es diferenciable ya que cumple la condicién suficiente de
diferenciabilidad. Para calcular la derivada en el punto (3,2) y en la direccion definida

por el vector u=(1,1) € R* en primer lugar se normalizara el vector, después se

calculara la matriz jacobiana de la funcién en el punto y finalmente se llevara a cabo el
producto de la matriz jacobiana por la matriz columna asociada al vector.

Veamos los célculos con wxMaxima:

(%il) f(x,y):=x"242%y"2;
(%001) f(x,vy):= x%+2 '}rz

(%i2) 'u=w:[1,1];  modulsgrt{12+1"2); 'ul=u/modul;
(%02) u=[1,1]
(%03) +/2

(%04) ul = [#i?,f?]
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(%i5) 'ul=ul : matrix{ [1/sqrt(2)] , [1/sgt(2)] );
1

(%05) ul=

NEX
(9%i6) If(x,y)=Ifxy : Jacobian([f0x,y)], Dx,v]);

(%06) If(x,y)=[2x 4v]

(%i7) 'J(3,2) = P : subst([x=3,y=2], Ifxy);
(%07) If(3,2)=[6 ¢

(%i8) 'Duf(3,2)=1fP.ul;
(%08) Duf(3,2)=272+3+2

10.5.3 La regla de la cadena

Consideremos dos funciones f:ACR" —-R", g:BCR" — RP" tales que:

o]
1) la funcién f es diferenciableen a€ A,

2) la funcion g es diferenciable en b= f(a) € B,
3) se cumple f(A)cB.

En estas condiciones se puede considerar la funcion compuesta
F=gof:ACR"—RP",

la cual cumple las propiedades siguientes:

0
1) La funcién F es diferenciable en el punto a€ A ;
2) Se cumplen las igualdades:

dF, =dg, odf,; JF(a)=Jg(b)Jf(a)
Ejemplo 10.5.5. Se consideran las funciones diferenciables:
F(xy) =0 +y, 3% x+y%), 9(x,y,2) = (e”,y+2).

Se trata de calcular la matriz jacobiana de la funcién compuesta F =go f en un punto
cualquieray calcular JF(1,-1).
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En primer lugar definimos las funciones:

(%i1) f1(x,y)i=x"2 + y5  f2(x,y)i=x *y"25  f3(x,y):=x + y"25
o, v)e= [f106y) , f20x,y) , B3(x,v)];
(%o04) f(x,y):=[f1(x,y), f2(x,y), f3(x, y)]

(%i5) gl(x,y,z):=%e™(x*y)s  ag2(x,v,z):=v + 25
g(x,v,2):= [91(xy,2) , 92(x,y,2) ];
(%07) g(x,v,z):=[gl(x,y,z),92(x,y,z)]

Calculo de las respectivas matrices jacobianas:

(%i8) 'If(x,y)=1fxy : jacobian(f(x,y), [x,v]);
2 X 1

(%%008) If(x,y)=|vy2 2xy
1 2y

(%19) Ja(x,y,z)=Igxyz : jacobian(g(x,y,z), [x,y,z]);
%e* ¥ xope* Y D]

(%09) Jgtxmz){"’
1 1

La matriz jacobiana de la funcién compuesta en un punto cualquiera se calcula como el
producto de matrices:

(%i10) "IF(x,y) = Jgxyz.Jfxy;

2

+1 2EY+2Y

vyl %eX V42 xy oeX ¥V 2xdy peX ¥4y ope¥ ¥
¥

(%010) IF(x,y) ={

Finalmente, en el punto (1, -1):

(%ill) 'If(1,-1) = Ifa : subst([x=1,y=-1], Ifxy);

2 1
(%o11) Jf(1,-1)=|1 -2
1 -2
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10.5.4 Derivacién de funciones compuestas.

En el caso general de la regla de la cadena, si se cumple m =1, la funcién compuesta es
una funcién real. Este hecho permite el calculo de las derivadas de la funcion compuesta
aplicando la regla de la cadena. Veremos a continuacion tres ejemplos que ilustran los
posibles casos.

En primer lugar el caso n =1, m > 1, que es la composicion de una funcién vectorial de
variable real y una funcion real de variable vectorial.

Ejemplo 10.5.6. Se consideran las funciones definidas por
f(t)=(t+L,t>+2,sint) , g(x,y,x)=xy’ +e’
En primer lugar definimos las funciones y la funcion compuesta:

(%il) fi(t)=2*t+ 1, f2(t):=t"2+2;  f3(t):=sin(t);
a(x,y,z):=x*y"2 + exp(z);
(%o01) fi(t):=2t+1
(%02) f2(t):=t>+2
(%03) f3(t):=sin(t)

(%o04) g(x,vy,Z):=x 'f2+e:~:p[zj

Fos s Fa P Oy i T N
(%i5) F(t)=g(fl{t), t2(t), 13(L));

P Y 2
(%05) F(t)=%e """ + (2t+1)(t2+2)
Ahora podemos calcular la derivada de la funcién compuesta:

(%i6) DF(E)=diff(g(f1(t), f2(t), 3(t)) , t);

L

ey 2
(%06) DF(t)=%e" " ™ cos(t)+ 2 (£2+2) +4t(2t+1)(t2+2)

FO 7Y awm oy
(%i7) expand(%a);

(%07) DF(t) = %e "

Yos(t)+10t*+4t3 42412 48148

En segundo lugar veremos un ejemplo del caso n > 1, m = 1, que es la composicion de
una funcién real de variable vectorial y una funcion real de variable real.

Ejemplo 10.5.7. Se consideran las funciones definidas por

f(x,y,2)=/xy*+€" , g(t)=sint
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En primer lugar definimos las funciones y la funcion compuesta:

(%ail) g(t):=sin(t);
f(x,v,z):=sqrt( x*y"2 + exp(z)) ;

(%ol) g(t):=sin(t)

(%02) f(x,v, z):=1.|}: '}r2+exp(zj

(%i3) Flx,v,z)=a(f(x,v,2));

(%03) F(x,y,z)=sin(~%el+x y*)

Las derivadas parciales de la funcion compuesta se calculan de la manera siguiente:

(%) DxF(x,v,z)=diff(g(f(x,v,z)) , x);

y? cos{~l %ae? +x y? )
2 5eel 4+ y?

(%i5) DyF(x,v,z)=diff(a(f(x,v,z)) ,

y cos(~ %eel +x y2)
~f 956 +x y?

(%i6) DzF(x,y,z)=diff(g(f(x,v,2)) , 2);

el cos(~ %el +x y?)
2~ o6e? +x y?

(%o04) DxF(x,v,2)=

L
rAr

X
(%05) DyF(x,vy,z)=

(%06) DzF(x,v,2z)=

En tercer lugar veremos un ejemplo del caso n > 1, m > 1, que es la composicion de una
funcién vectorial de variable vectorial y una funcion real de variable vectorial.

Ejemplo 10.5.8. Se consideran las funciones definidas por
f(x,y)=(x+Yy,x—Vy,2xy) , g(u,v,w)=log(u®+v>—2w)
En primer lugar definimos las funciones y la funcion compuesta:

(%il) fi(x,v)i=x+y;  f20x,v):= x-y; f3(x, v )i =2%x%y;
glu,v,w):=log{u™2 + v~2 - 2%w) ;
(%0l) fi(x,y):=x+y
(%02) f2(x,y)i=x-y
(%03) f3(x,y):=2xy

(%04) glu,v,w):= Iog(u2+u2+(—2j1.1r)
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(%i5) F(x,y)=a(FL(x,y), 20y, Blxy);

L

(%05) F(x,y)=log((y+x)*-4 x y +(x-y)*)
Las derivadas parciales de la funcion compuesta se calculan de la manera siguiente:
(%ib) DxF(x,yv)=diff(g(f1(x,y), f2(x,v), F30x,v)) , ®);

.-'I.-'I y
(y+x)-4y+2 (x-y)
e
H

2
(%06) DxF(x,v)=

(y+x)2-4x y+(x

(%i?) ratsimp(%a);

2
(%07) DxF(x,y)=-—

-r.' -y

(%i8) DyF(x,v)=diff(g(FL(x,v), F205,v), B30 v)) , v);
(y+x)-2(x-y)-4x
2

2
(%08) DyF(x, y)=
(\r"+l={:!2 -4 Xy +(x-y)
(%i9) ratsimp(%a);

2
(%09) D‘;.-’F{K,‘;.f]=j

N
H
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