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A-1.- Matrices. Operaciones con matrices

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Apendice-1.wxm.

En este apartado se verd la definicion de matrices con wxMaxima y las diferentes
operaciones con matrices.

A.1.1. Definicién de matrices submatrices.

Definicidn de matrices:

(%il) 'A=Armatrix( [all, al2, al3, al4],
(a1, a22, a23, a24)],
(a31, a32, a33, a34]
i
all 312 313 =14
(%o0l1) A=|a21 =222 =23 a24

= =

231 832 333 334

Explicitar una fila o una columna de una matriz:

(%0i2) al=row(A,1); a3=row(A,3);
(%02) al=[a11 212 213 a14]

(%03) a3=[a31 232 233 a34]

(%i4) a[1]=col(A,1); a[4]=col(A,4);
211
(%o04) a; =[221
231
al4d
(%005) a4 =324

-

234

Obtencion de submatrices por eliminacion de una fila:

(%i6) 'Al=submatrix(1,A);

321 222 823 324
(%06) Al= 1
3
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Obtencion de submatrices por eliminacidon de una columna:

(%4i7) 'A2=submatrix(A,2);
211 313 al4
{%O?] A2=[a21 a23 a24

-

a3l 333 a3
Obtencion de submatrices por eliminacion de una fila y una columna:

(%i8) 'Al2=submatrix(1,A,2);
32l 323 324
(Y008) Al2 =

a3l 333 234
Obtencion de submatrices por eliminacion de mas de una fila y una columna:

(%i9) 'A123=submatrix(1, 2, A, 3);
(%09) AL23=[231 232 234]

Definicion de un vector columna (obsérvese que previamente se ha de cargar el paquete
“eigen”):

(%i10) load ("eigen™)s
X3=X3:columnvector([x1, x2, x3]);
%1
(%011) X3 =|x2

-

X3

Definicion de una matriz por una funcion de los indices de fila y de columna:

(%i12) fTij]:=2%+3%;
B1=B1.genmatrix(f,4,3);
(%012) f; ;:=2i+3]

3 8 11

710 13
(%013) Bl =

g 12 13

11 14 17
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(%ild) ali,jl:=1/(2%+3%-1);
B2=B2:genmatrix(g,3,4);

1
%014) g, . 1=————
(% )g'fl Z2i+3j-1
1 1 1 1
4 7 10 13
1 1 1 1
o |- - - _—
(%015) B2=|- 7 — =
1 1
3 11 14 17

Definicion de una matriz diagonal:

(%il6) 'D5=D5:diag_matrix(all,a22,a33,a44,a55);
z2l1 0 a a a

o]
o]
o]

0 222
(Yo016) D5=| 0 0 2333 0 O
0 0 0 a4 0
o 0 0 0 =55

Definicién de las matrices unidad (o identidad):
. (%il7) I[2]=12:ident(2); [[4]=14:ident(4);

1
(%017) I =|

(%018) I, =

Definicidon de una matriz nula de un cierto orden:

- (%i19) 034=034:zeromatrix(3,4);
0000

(%019) 034=[0 0 0 0
0000
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Calculo de la traza de una matriz cuadrada:

. (%0i20) 'C=C:matrix( [all, al2], [a21, a22] );

oad("nchrpl)s  '(tr(C))=mattrace(C);
all a12
(%020) C=
821 a2d

(%022) tr(C)=a22+all

A.1.2 Operaciones algebraicas con matrices.
Suma de matrices de la misma estructura:

(%oil) 'Al=Almatrix( [all, al2, al3, al4], [a2l, a22, a23, a24], [a31, a32, a33, a34] )5
‘AZ=AZ:matrix( [bll, b1z, bi3, b14], [b21, b22, b23, b24], [b31, b32, b33, b34] )5
(%i3) (AL+A2)=A1+A2;
b11+211 bl12+312 b13+213 bl4+314
(%003) A2 +Al=|b21+321 b22+322 h23+323 h24+324

b31+231 b32+232 b33+233 b34+234
Producto de una matriz por un escalar:

(%) "(Yelambda®*Al)=%lambda®Al;
2ll nal2 nal3 nald
(%ho4) 7. Al=|n321 7222 7323 7224

a3l na32 na33 i1a34
Combinacion lineal de matrices:

(%i5) '(Ylambda®Al + Y%mu®A2)=%lambda*Al + Ymu*A2;
wbill+nall pbl2+n312 pbl3+n3l3 pbld+rzld
(%05) A2+ Al=|ub2l+72821 wb22+72322 ub23+7.323 uh24+7 324

wb3l+xa31 pb32+72332 pb33+52333 pb34+5 334

Para el producto de matrices hay que observar que en algunos programas el simbolo es
el asterisco (*). Veamos que pasa con wxMaxima:

(%i6) '(A1*A2)=A1*A2;
all bll 2312Dbl2 213 b13 214 big

(%06) Al A2=|321 b21 222b22 323 b23 2324 b24

331 b31 3832 b32 333 b33 234 b34
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Obviamente esta operacion no es el producto de matrices, para las que hace falta que el
nimero de columnas de la primera sea igual al numero de filas de la segunda. Veamos
la sintaxis con wxMaxima:

(%i7?) 'A3=A3:matrix( [cld, c12, c13], [c21, c22, c23], [c31, c32, ¢33
cll cl2 cl13

1, [c41, c42, c43] 3,

c21 22 23

(%07) A3 =

]

c31 32 33

41 42 43

(%i8) '(A1.A3)=A1.A3;
(%08) Al . A3=
al4c41+al3c31+ail2c21+allicll aldc42+al3c32+ail2c22+allcl2 ald4c43+al3c33+al2c23+allci3

a24 c41+a23 c31+a22 c21+a21 c11 a24 c42+a23 c32+a22 c22+a21c12 a24 c43+a23 c33+a22 c23+a21 c13

a34cd4l+a33 c31+a32c21+a31cll a34cd42+a33c32+a32c22+a31cl2 a3d4c43+a33c33+a32c23+a3lci3

(%i9) '(A3.A1)=A3.Al;
(%09) A3 . Al=
a3lcl3+a2lcl2+allcll

a3l c23+a2l1 c22+all c21
a3l c33+a21 c32+allc31

a3l c43 + a2l c42+all c41

a32cl3+a22cl2+al2cll
a32 c23+a22 c22+al2 c21
a32 c33+a22 c32+al2 ¢31

a32 c43 +a22 c42+al2 c4l

a33cl3+a23cl2+al3cll
a33c23+a23c22+al3 c21
a33 c33+a23c32+al3c31

a33 c43 +a23 c42+al3 c41

a34 c13+a24 c12+a14 cli |
a34 c23+a24 c22+al4 c21
a34 c33+a24 c32+al4 31

a34 c43 +a24 c42+al4 c4l

Sirva esto para recordar que el producto de matrices no es conmutativo.
Producto de una matriz por un vector columna:

(%il0) load ("eigen™)s
¥4=X4:columnvector([x1, x2, x3, x4])5
AlK4=A1xX4 A1, X4,

al4 x4 +313 x3+3l2 K2 4+211 1
(%012) A1X4=|224 x4 +2323 x3+222 x2 +321 x1

334 xd +333 ¥3+332 ¥2 +231 x1

Transposicion de matrices:

© (%i13) 'AIT=A1T:transpose(A1);
3ll 321

alz2
(%013) ALT =

ala 323

322 832

a14
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A.1.3 Concatenacién de matrices.

A partir de unas matrices iniciales se pueden construir nuevas matrices por
concatenacion de filas, es decir, escribir a continuacion de cada fila de una matriz las
filas de la segunda:

- (%i14) 'A12=A12:addcol(A1, A2);
311 2312 213 314 bill b12 b13 bi4
(%h014) Al2=|221 222 223 224 b21 b22 b23 b24

231 332 a33 334 b31 b32 b33 b34

También se pueden construir nuevas matrices por concatenacion de columnas, es decir,
escribir a continuacioén de cada columna de una matriz las columnas de la segunda:

- (%il5) 'A22=A22:addrow(Al, AZ);
311 312 313 3z14
321 322 323 324
231 232 333 334
(%015) A22 =
b1l b1z bl3 bi4
b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

A.1.4 Matrices por bloques.

A partir de matrices cuadradas se pueden construir nuevas matrices con la estructura
llamada “diagonal por bloques” o “bloque-diagonal:

(%il6) lbad("diag")s
A3=AZ:matrix([ald, al2, al3], [a21, a22, a23], [a31, a32, a33])s
Ad=A4:matrix([b11, b12], [b21, b22])5

(%il19) diag([A3,A4]);

all 812 =313 0O a

(%019) 231 2332 2333 0 0
0 0 0 bil b2

0 0 0 b2l b22
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© (%i20) diag([A4,A3]);
b11 b1z 0 1]
b21 b2z 0 1]

(%020)| 0 0 =all a12
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A-2.- Transformaciones elementales de matrices

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Apendice-2.wxm.

A.2.1. Transformaciones elementales de filas y columnas
Se llaman transformaciones elementales de matrices las siguientes:
1. Intercambio de dos filas o dos columnas.

2. Multiplicacion de una fila o columna por un escalar no nulo.
3. Sumar a una fila o columna un multiple escalar (no nulo) de otra fila o columna.

Veamos la sintaxis con wxMaxima.

1. Intercambio de dos filas o dos columnas:

(%il) 'A=A:matrix( [all, al2, a13, al4],
[a2l, @22, a23, a24],
[a31, a32, a33, a34] J;
all al2 al3 al4
(%ol) A=|z21 222 a23 a24

231 832 333 234

(%i2) Al=Al:rowswap(A, 1, 3);
231 2332 2333 234

(%002) Al=|321 2322 223 224
211 212 213 :14

Cabe decir que esta transformacion se obtiene premultiplicando la matriz por la matriz
unidad del mismo nimero de filas en la que se haya aplicado la transformacion que se
quiere aplicar en la matriz. En efecto:

(%i3) 13a=I13a:rowswap(ident(3), 1, 3);
oo1

(%03) I3a=(0 1 0
1 00

(%0id) 13a.4;
(%o04) |221 =22 =23 324
211 212 213 z14
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Intercambio de columnas:

(%0i5) AZ2=AZ:columnswap(A, 1, 3);
3l3 212 =211 314
(%605) A2=|223 =222 =21 =224

333 832 231 234

Esta transformacion se obtiene postmultiplicando la matriz por la matriz unidad del
mismo numero de columnas en la que se haya aplicado la transformacién que se quiere
aplicar en la matriz. En efecto:

(%i6) I4a=I4a:columnswap(ident(4), 1, 3);
oo 110

0100
(Yoob) [4a= 1

(%i7) Al4a;
al3 zl2 211 314
(%07) [323 222 321 224

= =

333 232 331 334

2. Multiplicacion de una fila o columna por un escalar no nulo.

No hay una instruccion de wxMaxima que realice esta transformacion. Para esto se ha
de recurrir a la metodologia de premultiplicacion (filas) o postmultiplicacion (columnas)
comentada en el caso anterior:

(%i8) 13b=I3b:matrix( [1,0,0], [0, %lambda,0], [0,0,1] );
1 00

(%o08) I3b=0 =~ 0
001

(%i0) 13b.A;
211 312 al3 314
{'Ij.f.;.ggj ra2l na22 na23 a4

231 332 333 334
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(%il0) I4b=I4b:matrix( [1,0,0,0], [0,%lambda,0,0], [0,0,1,0], [0,0,0,1] );
1 0 0 0
o = 00
(%010) I4b =
0o 10

oo 01

(%il1) A.I4b;
all 7312 213 314
(Y%ol1) [321 322 2323 224

831 ra32 833 334

3. Sumar a una fila o columna un multiple escalar (no nulo) de otra fila o columna.

(%i12) rowop(A,1,2,-%lambda);
na2l+all a2 +sl2 na23+3l3 a4 +:zl4

(%012) 321 322 323 a24

Veamos también su implementaciéon con la premultiplicacion por la transformacion
hecha en la matriz unidad:

- (%i13) I3c=I3crrowop(ident(3), 1, 2, -%lambda);
1 % 0

(%013) I3c=|0 1 ©
001

(%ild) I3c.A;
ra2zl+all ng22+zl?2 na23+:813 ne24+:z14
(%014) 321 322 323 324

-

231 332 333 334
Y ahora con una columna:

(%i15) columnop(A,1,2,-%lambda);
nal2+zll 212 313 314

(%015) | a22+821 =22 223 a24

332 +331 332 333 334
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(%i16) I4c=I4c:columnop(ident(4), 1, 2, -%lambda);

1000
1 00

(%016) T4c=

0010

o001

(%il7) A.l4c
ral2+all 3lZ2 313 =314
(Y%017) |.222+821 2822 323 324

LE32+a331 332 333 334

A.2.2. Obtencidn de matrices escalonadas y matrices escalonadas reducidas.

Estas matrices se obtienen con las instrucciones “triangularize”, resultando una matriz
triangular superior, y “echelon” que da una matriz triangular superior reducida. Veamos
la sintaxis mediante unos ejemplos.

(%i1) '"A=A:matrix( [3, 4, -2, 6],
:5.' 2.- I:].' _1:-'
:?.- 2.’ B.’ ": :I-:
34 -2 B
{D{:,gj_j A=l3 2 0 -1
72 8B 8

(94i2) triangularize(A);
s 2 0 -1
(%02) [0 14 -10 33
0 0 104 172

(%i3) echelon(A);

2 1
1 = 0 =

: 5

y 5 33
%03) |0 1 = =

(%003) 7 14
43

001 —

26
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(%i4) fpprintprec:5S
echelon(A), numer;

1
(%05) |0
0

0.4
1
1]

0 -0.2
-0.714  2.3571
1 1.6538

14
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A-3.- Rango de una matriz. Inversa de una matriz. Factorizacion LU.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Apendice-3.wxm.

A.3.1. Rango de una matriz

Para calcular el rango de una matriz hay que aplicar la instruccion “rank’:

(%i1) '"A=A:matrix( [3, 4, -2, 6],
_5.' 2.- I:].' _1:-'
[7,2,8,9] )
34 -2 B
{D{:,gj_j A=l5 2 0 1
72 8B 8

(%i2) r=rank(A);
(%02) r=3
A.3.2. Inversa de una matriz

Para calcular la inversa de una matriz cuadrada regular hay que verificar primero que su
rango es el adecuado y aplicar después la instruccion “invert”:

(%il) 'A=A:matrix([2,5],[1,31);

2 3
{%olj,&:[l ]

(%0i2) rank(A);
(%02) 2

(%i3) "(inv(A))=invAiinvert(A);

(%603) inum){j 'j

Como se puede ver a continuacién el calculo mediante los métodos “manuales”
tradicionales puede resultar complicado:
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(%i4) fpprintprec:55

'C=Cmatrix{ [3.123, 4.543, -2.541, 4.543],
[5.027, 2,977, 0.891, -3.982],
[7.002, 2.804, 8.492, -2.304],
[2.804, 8.492, -2.304, 7.004] );

3.123 4,543 -2.541 4.543

5.027 2977 0.891  -3.982
(%05) C=
7.002 2.804 8492 -2.304

2.804 8492 -2.304 7.004

(%i6) invC=invert(C);
0.201 0.01 0.05335 -0.23
-0.34  0.115  -0.0398 0.273

(Y%06) invC=
-0.155 -0.0932 0.103  0.0813

0.205  -0.174  0.060%9 -0.0&688

A.3.3. Factorizacién LU

Para calcular la descomposicion LU de una matriz cuadrada regular, es decir, dos
matrices la primera de les cuales (L) es triangular inferior y la segunda de las cuales (U)
es triangular superior, que multiplicadas en este orden dan la matriz A, hay
implementada en wxMaxima una instruccion que da el resultado correspondiente.
Veamos un ejemplo.

(%il) '‘A=A:matrix([1,2,-3],[-3,-4,13],[2,1,-5]);

A

1 2 -3
(Y0l) A=|-3 -4 13
2 1 -5

Veamos que la matriz es regular:

(%i2) r=rank(A);
(%02) r=3

Y ahora apliquemos la instruccion que calcula estos factores:
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(%i3) lu_factor(A, generaling)s
get_lu_factors (%);

1nnlDD12-3
31 0

(%04) [|0 1 of,|” Jo2 4]
=]

00125100"

La segunda matriz es la triangular inferior (L) y la tercera es la triangular superior (U).
En efecto:

(%i5) L=L:matrix([1,0,0],[-3,1,01,[2,-3/2,1])5
U=U:matrix([1,2,-3],[0,2,41,[0,0,71)%

L.U;
1 2 -3
(Y07) |-3 -4 13
2 1 -5
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A-4.- Determinante de una matriz cuadrada.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Apendice-4.wxm.

Veamos el desarrollo del calculo del determinante de una matriz cuadrada de orden n,
en los casosn=2yn=3:

(%il) ‘Az=AZmatrix([all,al2],[a21,a22]);  dethZ=determinant(4z);
det(A2)=determinant(A2);

a1l alE]

(%hol) AE:[
a1 a2z

(%o2) deth2=511522-a12 521

all a1z
(%03 det =alla2z-al2 a2l
321 a2

(%4 'A3=AZ:malrix([all,a12,a13],[a21,a22,223],[a21,a32,a33]);  dett3=determinant(A3); expand(%);
all a1z a1z

(%o4) AZ=|a2l a22 a23
a3l a3z a33

(%05) deth3=2a11{a22 a33-a23 a32)-a12 (221 433-a23 a31)+alz(a21 a32-a22 a31)
(%06) deth3=a11 2822 a33-312 521 a33-a11 223 832 +a13 221 232 +a12 a23 521-212 522 a21

Como es sabido, el determinante de una matriz triangular es igual al producto de los
elementos de la diagonal. En efecto:

(%7 B3=B2:matrix([all,alz,al2],[0,822,823],[0,0,833]);
detB3=determinant(B3);

all alz2 al3
(Yo7 1B3=| 0 a2z a23
0 0 a33

(%008) detb3=a11 5822 833

(%0i9) ‘B4=B4:matrix([all,alz,a13,814],[0,522,823,824],[0,0,433,534], [0,0,0,244] O,
detBd=determinant(B4);

all alz2 ala al4g
0 a2z 323 az24
(%009 B4 =
] 0 a33 a34
] ] o ad4d

(%010) detBd =211 222 a33 a44
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Veamos ahora un ejemplo numérico:

(%i1) 'C1=C1: matrix( [1.01,2.02,0.99,0.01,0.01],
[1.02,1.01,-1.01,2.02,0.01],
[1.99,2.99,0.01,1.01,0.02],
[-1.01,0.02,1.02,-2.01,0.03],

[0.24, -0.972, 1.23, -1.954, 1.36] J;

(101 202 099 001 001

1.02 101 -1.01 202 001
(%ol)Cl=|199 =299 001 101 0.02
-1.01 002 102 -201 0.03

024 -0972 122 -1934 1.36

(%602 detCl=determinant{C1);
(%002 detiC1 = 2.795694905840001

Como es conocido, la inversa de una matriz cuadrada se puede calcular aplicando el
concepto de determinante, mediante la matriz de adjuntos o cofactores transpuesta
multiplicada por el inverso del determinante de la matriz. Asi, por ejemplo:

(%i1) M1=M1: mamix( [1,2,1,0],  [1,1,-1,2], [230,1],  [-1,0,1,-2]);

1 2 1 0

1 1 -1 2
(Yol) Mi=

2 32 0 1

-1 0 1 -2

(%6i2) detvll=detv1 determinant(v1];
(%02) detil=2

(%%i2) adiM1=adiM1adijoint(17;

-1 -4 2 -3
_ o2 0 2
(%003) adjMi=
2 0 -2 -1
2 2 -2 0
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(%) i _MI1=imeM10 1 det 1 1 *adiM e,

1
g

(%004 ) inv_M1=

Esta matriz es la inversa de la matriz M 1; en efecto:

(905} MLinvM1;
1 000

o100

%05
(D :IEIEIIEI

ooono1

=2

1

3

z

1

1
M| =

20
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A-5.- Sistemas de ecuaciones lineales.

Los contenidos de este apartado se desarrollan en el archivo Apendice -5.wxm.

A.5.1. Discusiény resolucion de sistemas lineales.

La mecanica de resolucidon de sistemas de ecuaciones lineales sencillas con wxMaxima
ya es conocida. Recordémosla con un ejemplo.

Ejemplo A.5.1. Resolver el sistema de ecuaciones lineales:

2Xx—4y=-2
—3x+5y=1

Introducimos las ecuaciones y asignemos a cada ecuacion una referencia:

(96i1) Eql:2%x-4%y=-2
Eqa-2%x 5%y =1,
(%0l) 2x-4y=-2
(%021 Sy-3x=1

Para resolver el sistema aplicamos la instruccion “linsolve” indicando las ecuaciones y
las variables:

(%6i3) insolvel[Eqgl, Eq2], [x,v])
(%003) [x=3,v=2]

Interesa ahora ilustrar el procedimiento de discusion y resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales aplicando el teorema de Rouché-Frobenius. Lo hacemos con dos
ejemplos.

Ejemplo A.5.2. Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:

X+2y+3z=1
2X—y+z=-1
—X4+3y—-2z=2

Como se ha dicho antes, hay que introducir las ecuaciones y asignar a cada ecuacién
una referencia:
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(%) Eql: x + 2%y + 3%z = 13
Egz: 2% -v +z=-1%
Egz: - + 3%y - 2%z = 24

Ahora calcularemos con wxMaxima las dos matrices asociadas al sistema lineal: la
matriz del sistema formada por los coeficientes de las incégnitas o variables y a
continuacion la matriz ampliada, resultante de concatenar la matriz del sistema con la
columna de los términos independientes. Matriz del sistema:

(%oid) A=Acoefmatrix( [Eql, Eqz, Eg3], [x,v.2]);

1 2 3
(Yood) =2 -1 1
-1 3 -2

Matriz ampliada: hay una instruccion de wxMaxima que da esta matriz, pero en una
forma ligeramente diferente ya que lo hace pasando al primer miembro los términos
independientes y, por lo tanto, cambiando su signo. En efecto:

(%0i5) A0=augcoefmatrix( [Eql, Eq2, Eq3], [x,v,z]);

1 2 3 -1
(%05) AD=|2 -1 1 1
103 -2 -2

Para calcular la matriz ampliada en la forma estandar, hay que definir el vector de
términos independientes y hacer la concatenacion con la matriz del sistema. Por lo
tanto:

(%i6) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, -1, 2])5
AO=A0:addcoll A, B) ;

1 2 3 1
(%08) AD=|2 -1 1 -1
1 3 -2 2

Ahora se ha de calcular el rango de cada una de estas matrices:

(%i9) r_A=rank(A);  r_AD=rank({A0);
(%09) r_A=3
(%010) r_AO=3

Por lo tanto el sistema es compatible determinado. Para resolverlo por la metodologia
clasica se calcula la matriz escalonada reducida de la matriz ampliada:
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' (%ill) echelon(A0);
1 2 3 1

(%011) |0 1 1

| L

0o

L]

De aqui se puede obtener la solucion, asi como con la instruccion de wxMaxima a estos
efectos:

- (%il12) linsolve( [Eql, Eq2, Eq3], [x,v,2] );

-

1 3
uls e g— = — =
(%012) [x SIY=5i2 0]

Ejemplo A.5.3. Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales:

X+2y+3z=1
2X—y+z=-1

Introducimos las ecuaciones y asignamos a cada ecuacion una referencia:

(%i1) Eql: x + 2%y + 3%z = 13
Egz: 2% -y + 2z =-1%

Ahora calcularemos con wxMaxima las dos matrices asociadas al sistema lineal. Matriz
del sistema:

(%) A=A coefmatrix( [Eql, Eq2], [x,v,2])
1 2 23

(%603) A={ ]
2 -1 1

Matriz ampliada:

(%i4) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, -1])5
AD=A0:addcol( A, B) ;

(%oajmzl 2ot
2 -1 1 -1

Ahora calculemos el rango de cada una de estas matrices:

(%i7) r_A=rank(A);  r_AD=rank(A0);
(%o0?)r_A=2
(%08) r_A0=2

Apéndice: Algebra lineal con wxMaxima 23



Por lo tanto el sistema es compatible y simplemente indeterminado. Para resolverlo
aplicamos la instruccion de wxMaxima:

- (%il0) insolve( [Eql, Eq2], [x,v.z] );

5 %r5+1 5 %r5-3
5 T 3

(%010) [x=- LZ="%r5]

Es decir la soluciodn es:

o Sz+1
s
_3-5z
<y_ 5
Zz=1z€R (parametro)

Ejemplo A.5.4. Discutir y resolver ¢l sistema de ecuaciones lineales:

X+2y+3z=1
2X+4y+6z2=—1

Introducimos las ecuaciones y asignamos a cada ecuacion una referencia:

(%i1) Eql: x + 2%y + 3%z = 13
Eq2: 2% +4%y + 6%z = -13

Ahora calcularemos con wxMaxima las dos matrices asociadas al sistema lineal. Matriz
del sistema;:

(%) A=A coefmatrix( [Eql, Eq2], [x,v,2]L
12 3

(%403) A=
2 48

Matriz ampliada:

(%i4) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, -1])5
AD=A0:addcol( A, B) ;

(%06) mo=| 27
2 4 -1

£
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Ahora calculemos el rango de cada una de estas matrices:

(%i7) r_A=rank(A);  r_AD=rank(A0);
(%o0?)r_A=1
(%08) r_A0=2

Por lo tanto el sistema es incompatible. Veamos qué sucede si se quiere resolver con
wxMaxima:

- (%i10) linsolve( [Eql, Eq2], [x,v.Z] );
(%010) []

A.5.2. Sistemas lineales con parametros.

La discusion de un sistema de ecuaciones lineales a menudo involucra la existencia de
uno o mas parametros en las ecuaciones; la tipologia y la solucion del sistema depende
del valor de estos parametros y hay que hacer la discusion correspondiente. [lustraremos
el procedimiento con un par de ejemplos.

Ejemplo A.5.5. Discutir y resolver en funcién del parametro a€ R el sistema de
ecuaciones lineales:

3IX=2y+z=1
4x+y—-22=2
2Xx—5y—az=3

Introducimos las ecuaciones y asignamos a cada ecuacion una referencia:
(%il) BEql: 3% - 2% 42z = 14
Ega: 4% + v - 2%z = 2%
Egz: 2% - 5%y - g% =34

Matriz del sistema y matriz ampliada:

(%id) A=Acoefmatrix ( [Egl, Eg2, Eg3], [x,v.2] );

3 -2 1
(%ood) A=]4 1 -2
2 -5 -3
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(%i5) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, 2, 3])5
AD=A0:addcol( A, B) ;

3 -2 1 1
(%o07) AD=(4 1 -2 2
2 -5 -z 3

Triangularizamos la matriz ampliada:

(%i8) triangularize(AD);
3 -2 1 1
(%08) |0 11 -10 2
00 -11a-44 33
Ahora tenemos dos situaciones:
1) Si —11a—44=0, es decir, si a=—4, entonces rang(A)=2; rang(A)=3 y
por lo tanto el sistema es incompatible.
2) Si —1la—44=0, es decir, si a=—4, entonces rang(A)=rang(A)=3 vy
por lo tanto el sistema es compatible determinado.

En efecto:

(%i9) Al=Al:matrix([3,-2,1],[4,1,-2],[2,-5,4]); r_Al=rank{Al);

3 -2 1
(%09) Al=[4 1 -2
2 -5 4

(%010) r_A1=2

- (%0ill) AD1=A01:matrix([3,-2,1,1],[4,1,-2, 21,[2,-5,4, 3]} ; r_AO01=rank(A01);
3 -2 1 1
(%011) AOL1=4 1 -2 2
2 -5 4 3

(%012) r_AO1 =3

Solucion del sistema en el segundo caso (a = —4):

(%i13) linsolve([Eql, Eq2, Eq3], [x,v,21);
(%013) [ 5a+11 2a-22 3 ]
/a0 X = = 7=-
11a+44') 11a+44’ a+4
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Ejemplo A.5.6. Discutir y resolver en funcion de los parametros a,b € R el sistema de

ecuaciones lineales:

ax+y+z=>b
X+ay+z=»hb
X+y+az=b

Introducimos las ecuaciones y asignamos a cada ecuacion una referencia:

(%%6il) Eql: a* +v +z="b%
Egz: = +a* +z=hb3
Egz: = +v +a*% =hbj

Matriz del sistema y matriz ampliada:

(%id) A=Acoefmatrix ( [Egl, Eg2, Eg3], [x,v.2] );
a1l 1
(%ood) A=[1 a 1
11 a3
(%i5) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([b, b, b])5
AD=A0:addcol( A, B) ;
a2 1 1 b
(%07) AO=|1 2 1 b
1 1 a b

Discutiremos el rango de la matriz del sistema ya que s6lo depende de un parametro y lo

haremos con su determinante, ya que es cuadrada:

(%4i8) detA=determinant(A);
expand(%a);
(%08) detA=a(a%-1)-2a+2
(%09) detA=a>-3a+2
(%4i10) solve(a™3-3%a+2=0, a);
(%010) [a=-2,a=1]

Ahora tenemos tres situaciones:
1) a=1;
2) a=-2;
3) a=lya=-2.

Primer caso. La matriz del sistema y la matriz ampliada son:

Apéndice: Algebra lineal con wxMaxima

27



(%il1) Al=Al:matrix([1,1,1],[1,1,1],[1,1,1]);
11 1
(%011) Al=|1 1 1
11 1
(%i12) AO1=AD1:matrix([1,1,1,b],[1,1,1,b],[1,1,1,b]);
1 1 1 b
(%012) AO1=|1 1 1 b
1 1 1 b

Rango de estas matrices:

(%il3) r_Al=rank(Al); r_A01=rank{A01);
(%013) r Al=1
(%014) r A01=1

Por lo tanto el sistema es compatible doblemente indeterminado. Solucion del sistema:

(%il5) Eqll: x+v +z = b5
Eql: x+ v+ 2z =0DhS
Eq3l: x+v+2z=hs
(%il8) linsolve ( [Eqll, Eq21, Eq31], [x,v.2] );
solve: dependent equations elminated: (2 3)
(%018) [x=b-%r7-%r6,y="%r7,z="r6]

Segundo caso. La matriz del sistema y su rango son:

(%il9) A2=A2:matrix([-2,1,1],[1,-2,1],[1,1,-2]);  r_A2=rank(A2);

e

-2 01 1
(%019) A2=[1 -2 1
1 1 -2

(%%020) r_A2=2
Matriz ampliada:

(%i21) AO2=A02:matrix([-2,1,1,b],[1,-2,1,b],[1,1,-2,b]};

-2 1 1 b
(%021) A2=|1 -2 1 b
1 1 -2 b

Triangularizamos la matriz:
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 (%i22) triangularize(A0D2);

211 b
(%022) |0 3 -3 -3b
00 0 9b

Por lo tanto si b#0, el sistema es incompatible y si b=0, el sistema es compatible
simplemente indeterminado. Solucidn del sistema:

(%i23) Eql2: -2*x+v +2z =105
Eg2z2: = 2% 4+ 2z =105
Eq32: x+vy-2%z =105
(%i26) linsolve([Eql2, Eq22, Eq32], [x,v,Z]);
solve: dependent equations elminated: (3)
(%026) [x="%r8,y="%r8,z="%r8]

Tercer caso. Se sabe que el sistema es compatible determinado y entonces se puede
calcular ya la solucion:

- (%i27) lnsolve([Eql, Eq2, Eq3], [x,v,2] );
b b
at2'’ +2:|

b
(s = =
(%027) [x oY
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