Tema 8
Calcul diferencial de funcions reals
de variable real (2)
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1. Calcul dels extrems locals d’una funcié amb wxMaxima.
2. Calcul dels extrems absoluts d’una funcid en un conjunt.
3. Coneixer i interpretar els teoremes del valor mitja.
4. Aplicar les regles de ’Hopital.
5. Calcular el desenvolupament de Taylor d’una funcié derivable.
6. Calcular el desenvolupament en série de poteéncies d’una funcio.
7. Aplicacio practica de les propietats de les funcions derivables.
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08-1.- Extrems locals d’una funcio. Extrems absoluts

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_08-1.wxm.

Definici6 (extrems locals o relatius).

Considerem una funcio real de variable real f : [a,b} C R — R ; aleshores:
« es diu que /' té un maxim local (o maxim relatiu) en el punt x, D[a, b] , Si existeix
r >0 tal que
S(x) 2 f(x), LxLB(xy;r) n[a,b]
+ es diu que f té un minim local (0 maxim relatiu) en el punt x, D[a,b], si existeix

r >0 tal que
f() S f(x), CrOB(xy:r) 0 [a,b]

Els maxims i minims locals s’anomenen extrems locals o relatius. La interpretacio
grafica d’aquesta definicio es pot veure a continuacio.

Maxim local d’una funci6 derivable:

(%il) fi(x):=2 - (x - 1)"25
wxplot2d([fi(x)], [x,0,3], [v, 0, 3], [vlabel, "1, [style, [ines, 211, [legend, "fi{x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )5
plot2d: some values were clpped.
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Minim local d’una funci6 derivable:

Boi3) f2(x)i=x"2-2%%+25
wxplot2d ([ f2(x)], [x,0,3], [y
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )%
plot2d: some values were clipped.
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Minim local d’una funcid no derivable:

(%i5) f3(x):=abs{x"2-2%x-8)5
wxplot2d([f3(x)], [x, 2, 6], [v, -2, 6], [vlkbel, "7, [style, [lines, 211, [legend, "f1{x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )5
plot2d: some values were clipped.
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Proposicio. Si una funcio f té un extrem local en un punt X, i €s derivable en aquest

punt, aleshores es compleix Df(x,)=0.

Aquest resultat significa que la recta tangent a la grafica de la funci6 €s horitzontal, tal
com es mostra a continuacio.
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Maxim local d’una funci6 derivable:

(%i7) fi{x):=2 - (x - 1)™25% wi(x):=25
wxplot2d([f1(x), vi1{x)], [x,0,3], [y, 0,31, [vlabel, "], [style, [lines, 211, [legend, "f1(x)", "y1(x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )5
plot2d: some values were clipped.
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Minim local d’una funcio derivable:

(%il0) f2(x):=x"2-2%x+25 v2(x):=15
wxplot2d([f2(x), v2(x)], [x,0,3], [v, 0,31, [vlabel, "7, [style, [lines, 211, [legend, "f2(x)", "v2(x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )5
plot2d: some values were clipped.
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Els punts en els quals es compleix la propietat Df(x) =0 s’anomenen punts critics de
la funcio. La proposicio anterior diu que tot extrem local és un punt critic. El reciproc
no és cert, com il-lustra per exemple a funcié f(x)=x’ , que compleix Df(0)=0 ino
obstant aix0 no presenta un extrem local en aquest punt.
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Punt critic d’una funcid derivable en el qual no hi ha extrem local:

©(%il3) fA(x):=x"3$ y4(x):=05
wxplot2d([f4(x), v4(x)], [%,-2,2], [viabel, "1, [style, [ines, 217, [legend, "f4(x)", "v4(x)"],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )3
14(x)
y4(x)

(%t15)

2-15-1-05005 115 2

X

Estudi dels extrems locals d’una funcio.
Considerem una funcié f: 4 C R — R. Per determinar els extrems locals de la funcio,

cal estudiar:
(1) El domini o camp d’existencia de la funcio, el camp de continuitat i el camp de
derivabilitat.
(2) Els punts critics de la funcio.
(3) Els punts en els quals la funcié no és derivable.
(4) El signe de la funci6 derivada en un entorn dels punts critics i dels punts en els
quals la funcio6 no és derivable.

Per exemple, en el cas de la funcié definida per f(x)=2—(x—1)*, el seu camp
d’existéncia, de continuitat i de derivabilitat és la recta real. La funcié derivada és
Df (x) =—2(x—1). Determinem els punts critics de la funcio:

(%il) fi{x):=2 - (x - 1)"2;
(%01) F(x):=2-(x-1)>
(%i2) define (Df1(x) , diff(fi(x), x) );
(%02) Df1(x):=-2(x-1)

%i3) Egl: Dfi(x) = 0; solve(Eql, x);
(%03) -2 (x-1)=0

(%04) [x=1]

Per tant, 1"inic punt critic és x, =1. A continuacid, estudiem el signe de la funcié
derivada en un entorn d’aquest punt. Comencem per la dreta del punt:
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(%i5) assume(x >0, x < 1);
(%05) [x>0,x<1]
(%i6) is(Df1(x) = 0);
is(Df1(x) < 0);
(%06) true
(%07) false

Ara I’esquerra del punt critic:

(%iB) forget(x >0, x < 1)5
assume(x >1, x < 2);
(%09) [x>1,x<2]
(%i10) s(DfL(x) = 0);
is(DfL(x) < 0);
(%%010) false
(%011) true

Aixi doncs, la derivada a ’esquerra del punt critic €s positiva 1 a la dreta és negativa;
per tant, el punt critic és un maxim local de la funcié. Si la situacid fos la contraria,
aleshores es tractaria d’un minim local de la funcié.

En el cas de la funcié definida per f(x)=x’, el seu camp d’existéncia, de continuitat i

de derivabilitat és la recta real. La funcié derivada és Df(x) =3x". Determinem els
punts critics de la funcio:

(%0il) f{x):=x"3;
(%01) fA(x):=x"
(%i2) define (Df4(x) , diff(f4(x), x) );
(%02) Df4(x):=3 x?

%i3) Eg2: Df4(x) = 0; solve(Eq2, x);
(%03) 3 x%=0

(%04) [x=0]

Per tant, I’unic punt critic és x, = 0. Estudiem ara el signe de la funcié derivada en un
entorn d’aquest punt:

(%i5) assume(x >-1, x < 0);
(%05) [x>-1,x<0]
(%ib) is(Df4{x) = 0); is(Df4(x) < 0);
(%06) true
(%0o7) false
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(%i8) forget(x >-1, x < 0)%
assume(x =0, x < 1);
(%09) [x=0,x<1]
(%il0) is(Df4(x) = 0); is(Df4(x) < 0);
(%0010) true
(%011) false

Per tant, la derivada a I’esquerra del punt critic és positiva i a la dreta també és positiva i
el punt critic no és un extrem local de la funcio.

En el cas de la funci6 definida per f(x)= ‘xz —2x—38

, la funcio no és derivable en el

x’—2x—38

punt x, =4 . La funcié derivada és Df(x)= (2x—2)‘ > yx=—2, x=4,

X —4ZX—

Analitzem el canvi de signe de la derivada en I’entorn del puntx, =4 :

(%ail) f3(x):=abs(x"2-2%x-8);

(%%01) f3(x):= x%-2 :-:—B|

(%i2) define (Df3(x) , diff(f3(x), %) );
(2x-2) (x%-2%-8)

(%002) Df3(x):= | ., B|
- L M-

(%i3) assume(x > 3, x < 4);
(%03) [x>3,x<4]
(%H) s(Df3(x) > 0);  is(Df3(x) < 0);
(%o04) false
(%%05) true
(%i6) forget(x > 3, x < 4)5 assume(x > 4, x < 5);
(%07) [x>4,x<5]
(%i8) is(Df3(x) > 0);  is(Df3(x) < 0);
(%%08) true
(%09) false

Per tant, la derivada a I’esquerra del punt critic és negativa i a la dreta és positiva 1 el
punt critic és un extrem local (minim).

Definicié (extrems absoluts).

Considerem una funcio real de variable real f : [a, b} C R — R ; aleshores:

+ esdiuque f té el maxim absolut en el punt x,, D[a,b], si es compleix

S (xy) 2 f(x), UxDOfa,b]
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+ esdiuquef té el minim absolut en el punt x,, D[a,b] , si es compleix

f(x,) = f(x), OxOla,b]

L’existéncia d’extrems absoluts d’una funcidé en un interval tancat es determina per
aplicacio del teorema de Weierstrass, el qual afirma que la continuitat de la funcié en un
interval tancat garanteix 1’existéncia d’extrems absoluts de la funci6 en aquest interval.
Naturalment, hi pot haver extrems absoluts sense aquestes hipotesis.

Per tant, I’estudi dels extrems (locals i absoluts) d’una funcié f :[a,b]C R — R enun

interval s’ha de fer aplicant la metodologia segiient:
(1) El domini de la funcid, el camp de continuitat i el camp de derivabilitat.
(2) Els punts critics de la funcio.
(3) Els punts en que la funcid no ¢és derivable.
(4) Determinar el valor de la funcio en els extrems a, b de I’interval.

Considerem per exemple la funcié f :[—6,8] CR — R definida per

f(x)=3x*(6-x), —6<x<8

Per aplicacidé dels criteris de continuitat, aquesta funcid és continua en I’interval
considerat i, per tant, té extrems absoluts en aquest interval. Per estudiar els extrems,
determinem la funcié derivada, els punts critics 1 els punts en els quals la funci6é no és
derivable:

(%ail) f5(x):=(x"2%(6-x))"(1/3);

1/3
(%01) f5(x):=(x? (6-x))
(%i2) diff(fa(x), x);

2 (6-x)13 23
(%02) S

(%i3) ratsimp(%a);

x4
oy _
I:: ,003] |:I5 _}{‘:2!,-3 . 13
(%) define (Df5(x) , %);
-4

(Yo04) Df5(x):=- SYE—
(G-%) 1/3

Per tant, la funcio derivada és

Df () =~ A cx<8 xx0, x6

1/3(6 _ x)2/3 ’
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Calculem ara els punts critics de la funcio:

(%i5) Eq3a: Df3(x) =0,  solve(Eqg3a, x);
x-4

0 [ ——

(%05) [ﬁ-}{‘;z-"'3},{1.-"3 0

(%06) [x=4]

L’anic punt critic de la funcié ésx;, =4 ja que la derivada s’anul‘la en aquest punt; la
funci6 no és derivable en els punts x, =0 1 x; =6. Ara cal estudiar el signe de la

funcio derivada en un entorn de cada un d’aquests punts. Anem de menor a major i
comencem estudiant el punt x, =0:

(%i7) assume(x>-1, x<0);
is(Df5(x) > 0); is(Df5(x) < 0);
(%07) [x=-1,x<0]
(%08) false
(%09) true
(%il0) forget(x=-1, x<0)5  assume(x>0, x<1);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%011) [x>0,x<1]
(%012) true
(%013) false

Per tant, la funci6 t¢ un minim local en aquest punt.

Vegem ara el punt x, =4:

(%il4) forget(x>0, x<1)S assume(x>3, x<4);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%015) [x>3,x<4]
(%016) true
(%017) false
(%il8) forget(x=3, x<4)5  assume(x=4, x<3);
is(Df5(x) > 0); is(Df5(x) < 0);
(%019) [x>4,x<5]
(%%020) false
(%%021) true

Per tant, la funci6 t¢ un maxim local en aquest punt.

En el punt x; =6 es compleix:
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(%i22) forget(x>4, x<5)5 assume(x>5, x<6);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 0);
(%023) [x>5,x<a]
(%024) false
(%025) true
(%0i26) forget(x>5, x<6)S  assume(x=6, x<7);
is(Df5(x) = 0); is(Df5(x) < 03;
(%027) [x>6,x<7]
(%028) false
(%029) true

Per tant, la funcid no té extrem local en aquest punt. Per determinar els extrems absoluts
cal elaborar una llista amb els extrems locals i els extrems de I’interval i calcular el
menor i el major de tots ells:

 (%i030) a=a:-65  b=h:85  x1=x1:4% x2=x2:0%
[a, x1, x2, b];  [f5(a), f5(x1), f5(x2), f5(b)];
max(fs(a), f5(x1), f5(x2), f5(b));
min(f5(a), f3(x1), f5(x2), fa(b));
(%034) [-6,4,0,8]
(%035) [32%/3,241/3 o,-27/3]
(%036) 3 2%/3

(%037) -27/3

Per tant el maxim absolut és al punt @ =—6 i el minim absolut al punt b =8. Vegem
la representaci6 grafica de la funcio:

[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"] , [nticks, 2007 )5

8 .
B(x)
6 L
4 L
2 L
(%t38) 0
2
4 L
_6 | i i 1 1 1
6 4 2 0 2 4 6 8
x

Tema 8: Calcul diferencial de funcions reals de variable real (2) 11



08-2.- Teoremes del valor mitja

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_08-2.wxm. En aquest
apartat es comenten i s’il-lustren dos teoremes importants relacionats amb la derivada
d’una funcid.

Teorema de Rolle. Considerem una funcié f:[a,b]— R, tal que és continua en

I’interval [a,b] 1 derivable en I’interval ]a,b[. Si es compleix la condicié d’igualtat de
valors de la funcié en els extrems de I’interval, és a dir f(a)= f(b), aleshores la

funcio té almenys un punt critic en I’interval ]a,b].
Considerem per exemple la funcié definida per:

F(X)=6—(x+1)(x—2), 0<x<3

(%il) f(x):=0-(x+1)*%(x-2)"2;
(%01) F(x):=6-(x+1)(x-2)°

Representacid grafica de la funcié:

(%0i2) wexplot2d([ (=), [%,0,31, [v,0,9], [vlabel, "1, [legend, "f(x)"], [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 200] )5
9 .
o | x)
7 L
6 |
5 |
4 |
(%2)| 4 |
2
1 L
0 i
0 05 1 15 2 25 3
X

La derivada d’aquesta funcio és:
f(x)==2(x+D(x—-2"—-(x—2)°, 0<x<3

Es compleix f(0)= f(3)=0. Per tant la funcid6 té un punt critic a I’interior de
I’interval, que €s el punt x, = 2. En efecte:
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(%i3) define (Df(x) , diff(f(x), x) J;
(%03) DF(x):=-2 (x-2) (x+1)-(x-2)?
(%H) Eql: Df(x) = 0; solve(Eql, x);
(%04) -2 (x-2)(x+1)-(x-2)°=0

(%05) [x=0,x=2]

Si la funcié f: [a,b} — R no és derivable en I’interval obert ]a,b[ , aleshores pot no

existir cap punt en el qual es compleixi el teorema. En efecte, considerem per exemple
la funcio6 definida per:

f(x)zl—i—‘x2 —2x—8|, 1+2<x<5
Definicio i grafica de la funcio6:
(%il) f(x):=1+abs(x"™2 - 2%x - 8);
(%o1) f(x):= 1+|.~.-<2-2 }:—8|
(%oi2) wexplot2d([f(x)], [x,1+sgrt(2), 51, [v,0,10], [vlabel, "7, [legend, "f(x)"], [style, [ines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 2007 )5
10 .
i(x)
8
6 |
(%t2) 4 ¢
2 L
0 I I I i H
25 3 35 4 45 5
X

Es compleix la condicié d’igualtat de valors als extrems de ’interval, pero la funcié no
¢s derivable en I’interval obert, ja que la funci6 derivada és:

(2x—2)(x* —2x—28)
[x* —2x— 3§

f(x)= L 142 <x<5 x=4

En efecte, vegem les comprovacions corresponents:
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%i3) f(1+sqr(2)), numer; f(5), numer;
(%03) 8.0

(%04) 8

(%i5) define (Df(x) , diff(f(x), x) );

(2%-2) (x°-2%-8)
(%05) Df(x):=

|x2-2x-8|
(%i6) solve(Df(x)=0, x);
(%o06) [x=-2,%x=4,x=1]
(%i7) assume(x>1+sqrt(2), x<4)S
is(Df(x) < 0);
(%08) true
(%9) forget(x>1+sqrt(2), x<4)S
assume(x>4, x<6)s  is(Df(x) = 0);
(%oo011) true

Teorema del valor mitja de Lagrange (o formula de I’increment finit).
Considerem una funcié f :[a,b}—>R, tal que és continua en I’interval [a,b] i

derivable en ’interval ]a,b[. Aleshores, existeix almenys un punt x, € }a, b[ tal que:
f(®)=f(a)=(b-a)Df (x,)

Interpretacié geometrica: la recta tangent a la grafica de la funci6 en el punt (xo, f (xo))

¢és paral-lela a la corda que uneix els punts (a, f (a)) i (b, f (b)). Vegem-ne un
exemple. Considerem la funci6 definida per

f(x)=(x-D(x=2)(x-3), 0sx<5

La recta que uneix els punts (0,/{0)) 1 (5, f(5)) té per equacio:
y-s @=L 00 - y=6x-6

Vegem el detall dels calculs i la representaciod grafica conjunta de la funci6 i1 d’aquesta
recta:

(%il) f(x):=0x-1)%(x-2)%(x-3);
(%%01) f(x):=(x-1)(x-2)(x-3)
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(%12) y - f(0) = (f(5)-(0)) / (5-0) *(x-0)
(%02) y+6=06%

(%i3) define (y(x), 6%x - 6);

(%03) v(x):=6 x-6

{(%0id) wxplot2d([f{x),v(x)], [x,0,5], [v,-10, 307, [vlabel, "], [legend, "f(x)", "v(x)"], [style, [ines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 2007 )5
%0 f(x)
X
25

¥(x)

20 |
15 |
10 |
(vot4)

-10

Ara calcularem els punts en els quals la derivada és igual al pendent de la corda:

(%i5) define { Df(x) , diff(f(x),x) );
(%05) Df(x):=(x-2)(x-1)+{x-3){x-1)+(x-3)(x-2)
(%i7) Eql: Df(x) = 6;  sole([Eql], [x]), numer;
(%07) (x-2)(x-1)+(x-3)(x-1)+(x-3)(x-2)=06
rat: replaced 9.16515 by 6049/660 = 9.16515
rat: replaced 9.16515 by 6049/660 = 9.16515

(%08) [x=0.4725,x=3.52753]

Finalment calculem I’equacié de la recta tangent en aquests punts i fem la representacio
grafica d’aquestes rectes i la corba anterior:

(%i9) x1 = x1:0.4725;
X2 = x2:3.52753;
(%09) x1=0.4725
(%010) x2=3.52753
Yoill) 'f(x1) = f(x1), numer;
(%ill) "f(x1) = fix1)
'f(x2) = f(x2), numer;
(%011) £(0.4725)=-2.03655
(%012) f(3.52753)=2.03673
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©(%i13) y2(x):=6(x - x1) + f(x1);
v3(x):=06%(x - x2) + f(x2);
(%0013) yv2(x):=6(x-x1)+f(x1)
(%014) yv3(x):=6(x-x2)+f(x2)
- (%i15) wxplot2d({[f(x), v2(x), v3(x)], [x,0,5], [v,-10, 407, [legend, "f(x)", "v2(x)", "v3(x)"], [style, [lnes, 217,

[gnuplot_preamble, "set grid"] , [nticks, 200] )35
plot2d: some values were clipped.

40 :
1(x)
i Y2(x)
30 ¥a(x)
20 |
-
(%t15) 10 +
-10 . /
0 1 2 3 4 5
X

El teorema del valor mitja permet la caracteritzacié de la monotonia d’una funcio6

derivable en un interval. En efecte, si una funcié f :[a,b} — R, tal és continua en

I’interval [a,b] 1 derivable en I’interval ]a,b[ aleshores, es verifica:

« Sien un interval [/ :[c,d] D[a,b] es compleix Df(x)=0, LxU7, la funcid és
monotona creixent en /.

« Sien un interval [ Z[c,d] D[a,b] es compleix Df(x)<0, Ux07, la funcio és
monotona decreixent en /.

« Sien un interval [ :[c,d] O [a,b] es compleix Df(x)=0, UxU7, la funcid és

constant en /.

Aixi mateix, el teorema permet la caracteritzacié dels extrems locals d’una funcio
derivable en un interval. En efecte, si una funcié f :[a,b} — R, tal és continua en
I’interval [a,b] 1 derivable en ’interval Ja,b[ 1 suposem que x,Ua,b[ és un punt
critic de la funcio, és a dir, tal que Df(x,) =0, aleshores, es verifica:

« Siexisteix >0 tal que

Df (x)>0, xO]x, —r,x,[ i Df(x)<0, OxO]x,,x, +7[
aleshores la funci6 té un maxim local en el punt X, .
« Siexisteix >0 tal que
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Df (x)<0, xO]x, =7.x%,[ i Df(x)>0, Ox O]y, x, +7]

aleshores la funcio6 t€¢ un minim local en el punt X, .

Observi’s que aquesta ha estat la metodologia aplicada per caracteritzar els extrems en
I’apartat anterior.
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08-3.- La regla de I’Hopital

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_08-3.wxm.

) X

Si es tracta de calcular el limit d’un quocient llm%:L I es compleix que
X-da g x

limf(x)=L, i limg(x)=L,, aleshores es verifica:

L
« SiL,#01i L, # o aleshores LZL—1
2

« SiL,=o 1L €R aleshores L=0
« SiL,=01 L #0,aleshores L =% depenent del signe de L,
« Si els dos limits son zero o infinit (del mateix signe), hi ha una indeterminacio.

Si les funcions son derivables, es pot aplicar el seglient resultat.

Regla de I’Hopital (indeterminacions del tipus 0/0)
Considerem dues funcions f,g:[a,b]C R — R . Suposem que les dues funcions sén

continues en [a,b] derivables en Ja,b[ 1 que en un punt X, d’aquest interval es

S(x)

compleix lim f(x)=1lim g(x) =0 i es vol estudiar I’existéncia del limit lim )
X =Xy X =Xy X— Xy g x

Aleshores, si la funcié derivada Dg no s’anul-la en un entorn del punt X, i existeix

. D . X
lim Drx) = L (que pot ser finit o infinit), aleshores es verifica que lim /) =L.
X=X, Dg(x) X—x g(x)
... sin(2x)
Exemple. Es tracta de calcular el limit llrrol 3 >
—03x—x

Definim les funcions, verifiquem que es tracta d’una forma indeterminada i calculem
les funcions derivades:

FO AN ] e — i T Fo s = 2™
I .--:llj.,,l Tj.'\.-‘,l.—SII'IIK.L X T2 ) =3%w-0" 2,

(%%01) fi(x):=5sin{2 x)
(%02) f2(x):=3 X-x°
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(9i3) 'Imit(f1(x), x, 0) = Imit(f1(x), x, 0);
limit(f2(x), =%, 0) = lImit(f2(x), =, 0);
(%03) lim sin{2x)=0
¥-x0
(%04) m 3 x-x2=0
¥-=0
(%iS) define { DfL(x) , diff(f1{x),x) );
define { Df2(x) , diff(f2(x),x) );
(%05) Dfi(x):=2 cos(2 x)
(%06) Df2(x):=3-2x

Verifiquem que la derivada del denominador no s’anul‘la en un entorn de I’origen i, per
tant, es pot aplicar la regla de L’Hopital, obtenint-se:

(%ai?) 'Iim'rt{Dfl(x}_.-‘sz_(x}, x, 0) = Imit{DfL{x)/Df2(x), x, 0);
" os(2x)) 2

lim — -~ =3
-=0 3=£¥ | 3

(%07) 2|
|

\

Els algoritmes interns de calcul de limits de wxMaxima tenen incorporada la
metodologia adient, de manera que es pot calcular el limit directament:

(%i8) 'Imit(f10x)/f2(x), x, 0)=Imit(f1(x)/f2(x), x, 0);

- osinf2x) 2
(%08) Im =—
- 3x-xc 3

Com ¢és sabut, en algunes ocasions cal aplicar més d’una vegada la metodologia anterior

, .. 4. l—cos(x)
per arribar a un resultat. Per exemple, per calcular el limit lim—————

— procedim a
=0e" et =2

aplicar la metodologia:

(%il) f1{x):=1-cos(x); f2(x):=exp(x)+exp(-x)-2;
(%01) fi(x):=1-cos(x)
(%%02) f2(x):=exp(x)+exp(-x)-2
ol3) Imit ¥), ¥, 0) = lImit x), x, 0);
(%i3) 'limit(f1(x) 1) = limit{ fi(x) 1)
imit(f2(x), x, 03 = Imic(f2(x), x, 0);
(%03) lim 1-cos(x)=0
¥-=0
(%04) lIm %he*+%e *-2=0
¥-=0
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(%i3) define { DfL(x) , diff(f1(x),x) );
define ( Df2(x) , diff(f2(x),x) );

(%05) Df1(x):=sin(x)

(%06) Df2(x):=%e*-%e™™

(%i7) 'Imit(Df1(x), %, 0) = Imit(DfL(x), =, 0);
limit{DfL(x), %, 0) = Iimit(Df2(x), x, 0);

(%07) lm sin(x)=0
¥-=0

(%08) lm sin(x)=0
¥-=0

Per tant el limit del quocient de derivades es també una forma indeterminada. Ara
calculem les derivades de segon ordre de les funcions:

(%i9) define { D2f1(x) , diff(f1(x),x,2) );
define ( D2f2(x) , diff(f2(x),x,2) J;
(%09) D2f1(x):=cos(x)

(%010) D2f2(x):= %e™ + %e ™™
I calculem els limits d’aquestes funcions a I’origen:

limit{D2f1(x), %, 0);
limit{D2f2(x), x, 0);

 (%il1) 'imit(D2f1(x), x, 0)
limit(D2f2(x), x, 0)
(%011) lim cos(x)=1
¥-=0
(%012) lm %e* 4+ %e "=2
¥-x 0

Per tant, podem afirmar que es compleix:

2
im D~ (1—cos(x)) _ 1
=0 D*(e" +e*—=2) 2

En efecte:

. (%il3) 'imit(D2f1(x)/D2f2(x), %, 0) = Imit(D2f1(x)/D2f2(x), =, 0);
cos(x) 1
(%013) lim _cosbg L
x-> |:| :!..EE)C +|:!..-'GE'X 2

Per tant, es pot afirmar que es compleix:

im D(1—cos(x)) _ 1
=0 D(e"4+e " —=2) 2

20 Tema 8: Calcul diferencial de funcions reals de variable real (2)



I finalment que:
lim 1 —cos(x) _ 1
=0t Lt =2 2

En efecte, el resultat és el que dona wxMaxima:

* (%i4) imit(FL()/R2(x), %, 0) = mit(FL(x)/f2(x), x, 0);

_ 1-cos(x) 1
(%014) lm —————————=—
oot +%e -2 2

No sempre es pot aplicar la regla de L’Hopital per arribar a un resultat encara que sigui
amb unes quantes iteracions, ni wxMaxima dona un resultat satisfactori de forma
directa. Cal recordar que si en una forma indeterminada s’aplica la Regla de L’Hopital
amb el resultat que el limit del quocient de derivades no existeix, aleshores no s’ha de
concloure que el limit inicial no existeix. Aixi, per exemple, plantegem el calcul del

limit;:
x* sin [1]
lim———2*/

=0 " —]
Definim les funcions amb wxMaxima i plantegem el calcul del limit:

(%il) fl(x):=x"2%sin(1/x); f2(x):=exp(x)-1,
(1)
(%01) fi(x):= x? sin!;.
(%002) f2(x):=exp(x)-1
(%ai3) 'Iim'rt(fl()-:j_l_.-‘lei.h:}, x, 0) = limit(fL(x)/f2(x), x, 0);
. i'?1 | 2
5|n!~;,>{
(%03) Im ————=ind
w-=0 ':!-';:Ex -1

La resposta de wxMaxima “ind” significa que el programa no pot calcular-lo. Si es
calculen les derivades successives i s’aplica la regla de L’Hopital, es va obtenint una
forma indeterminada en la qual algun dels limits no existeix. Com sabem, aixo no
significa la no existéncia del limit. En efecte, en aquest cas apliquem 1’equivaléncia de

les funcions f,(x)=e"—1 i f,(x)=x al’origen, amb la qual cosa el limit inicial es
pot plantejar:
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x*sin|— |
lim— ) — lim[xsin [—]] —0
x—0 ex _1 x—0 X

ja que ¢s el producte d’un infinitésim per una funcio fitada.

La representacid grafica de la funcio il-lustra aquest fet.

(%) wxplot2d([f1(x)/f20x)], [x,-0.4,0.4], [y, -0.4, 0.4], [vlabel, ™1, [legend, "], [style, [lines, 211,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300])5

plot2d: expression evaluates to non-numeric value somewhere in plotting range.
04
03
02
01
o |
(%6t4) -0.1
02 L
03 ¢t

0.4 i i i i i i ;
0.4 03 02 -01 0 0.1 02 03 04

Regla de I’Hopital (indeterminacions del tipus oo/c0)

Considerem dues funcions f,g :[a,b] C R — R. Suposem que les dues funcions sén

continues en [a,b] derivables en ]a,b[ i que en un punt x, d’aquest interval es

S

compleix hm f(x)= hm g(x) = ies vol estudiar ’existéncia del limit lim =——

= g(x)
Aleshores, si la funcié derivada Dg no s’anul‘la en un entorn del punt X, i existeix
lim ——— Dfx) _ =L (que pot ser finit o infinit), aleshores es verifica que lim =—— AL =L.
=% Dg(x) % g(x)

La metodologia s’aplica de manera idéntica a la indeterminacié anterior. Aixi , per
exemple, si es tracta de calcular el limit

log(x* 41)
x—too x4 2x% 4+ 4x 43
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observem en primer lloc que es tracta d’una indeterminacié d’aquest tipus:
(%il) fi{x):=log(x"2 + 1);
f2(x):=x"3 + 2%x"2 + 4%x + 3
(%%01) f1(x): —Iog(x +1)
(%02) f2(x):=x 2 x%+4x+3

(%i3) 'limit(f1(x), %, inf)=limit(fl(x), x, inf);
limit(f2(x), x, inf)=lmit(f2(x), x, |nﬂ|,

(%03) Im log(x®+1)==

Wl

(%04) Im x> +2x°+4x+3=x
- oo

Ara calculem les funcions derivades i el limit a I’infinit de cada una d’elles:

(%i5) define { Df1(x) , diff(fi{x),x) );
define { Df2(x) , diff(f2(x),x) );

(%05) Dfl(x):=

%2 +1
(Y%06) Df2(x): =3x2+4x+4

(%i7) 'imit(DFL(x), %, inf) = Imit(DfL(x), x, inf);
n||mrt(Df2(k' x, inf) = limit(Df2(x), x, inf);

x
(%07 2. lirmy =0
lx-> X2 +1)

(%08) lim 3x°+4x+4=x

M-l
(%ai9) '|II'|‘|[tI:Df1(HI 'Df2(x), x, inf) = |II'|‘|[tI:Df1(HI 'Df2(x), x, inf);
(%09) 2 im : l=0

Lax- o(x%+1) (3 x2+4>{+4::}

Aquest resultat permet arribar a la conclusi6 final:

lim Dlog(x* +1)

2
=0 = lim log(x” +1)
)H+°°D<x 127 +4x+3)

x—+00 (x +2x? —|—4x—|—3)

En aquest cas, el resultat pot ser calculat de forma directa amb wxMaxima:

(':.:.lilj“ lirmit( f1(x)/ fz(al %, inf) = limit(f1{x)/f2(x), x, inf);

log(x%+1)
(%010) Im —2%*

3 2 2
IR +2x°+4x+3
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Altres formes indeterminades. Les indeterminacions del tipus
o0 _m’ 0@7 100’ 00’ mo

es redueixen als casos estudiats mitjancant transformacions algebraiques i 1’ts de les
funcions logaritme neperia i exponencial.
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08-4.- La formula de Taylor

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_08-4.wxm.

Considerem una funcié f :[a,b]C R — R i suposem que ¢€s derivable n vegades en el
punt x, Ula, b, és a dir, que en aquest punt existeixen les derivades d’ordre superior o

successives  Df (x,), D’ f(x,), ..., D" f(x,) . S’anomena polinomi de Taylor de grau

n de fen X, el polinomi:

f(xo) f(xo)

Ty (0) = f(0) + =05 (1 = X )+ == (0 =)’ o b === (= x, )

D" f(x,)
n'

Es immediat verificar que aquest polinomi compleix que el seu valor i el de les seves
derivades d’ordre superior fins a 1’ordre » coincideixen amb els corresponents de la
funcio, és a dir:

T, ()= f(x,), D'T, (x)=D"f(x)), k=12,...n

A més, el polinomi de Taylor 7 (x) de grau n de fen X, compleix la propietat de ser
una aproximacié local de grau » de la funcio, és a dir:

i ) " T () _
m--————-----—==

T (x—xo)n

El primer terme no nul del polinomi de Taylor s’anomena terme principal. El polinomi
de Taylor aproxima localment la funcié en un entorn del punt x, ; la diferéncia

R, (x)=f(x)=T, (x) s’anomena residu (o terme complementari).

Teorema (de Taylor). Siuna funcié f :[a,b]C R — R verifica:

« és continua en Iinterval [a,b]

+ és derivable successivament en I’interval |a,b[

- les funcions derivades successives Df, D’ f,..., D" f sén continues en |a, B[
. existeix la derivada D" f en ]a,b|

Aleshores si X, U[a,b], per acada x[a,b] existeix un punt #L]x,,x[ tal que:

SO =T, ()+R,  (x)=

=f( 0)+Df( Xy) M

(n+])! (r=x,)"™"

(x=x,)* -+
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L’expressio del residu que apareix en aquesta expressio s’anomena forma de Lagrange
del residu. La formula de Taylor en x, =0 s’anomena férmula de Maclaurin.

Cal recordar que el polinomi de Taylor és una aproximacio6 local, valida unicament en
un entorn del punt en el qual es calcula el polinomi. La fitacié de I’error comés la dona,
com ¢s sabut, el residu o terme complementari.

Observem en primer lloc que wxMaxima escriu 1’expressid del polinomi de Taylor
d’una funci6 de manera general. La sintaxi €s molt senzilla i es pot veure a continuacio.

Aixi, en un punt xo:

(%hil) taylor(f(x), x, x0, 3);

:'J 2 :-' 3
.d—zf(x:: .(x—}{lil::z d q1‘(}{ (x-x0)”
IS 5 dx | | d x* |
fd | I =x0,/ =0/
%ol)/T/ F(x0)+ —F(x)|  |(x-x0)+= i + =0 L
(%001)
|~dx w=x0 2 &
A D’origen:
(%0i2) taylor(f(x), x, 0, 3);
[ g2 i d3
| ——f(x) xd ——f(x) VS
Ij | d x2 :II [ d x? :III
. | ! Y W =10, W w =0,
(%02)/T/ f(0)+ —f(x) | X+ + +...
|~|:I>{ czo) Z 6

Vegem ara uns exemples.

Exemple 8.4.1.- Es tracta de calcular el polinomi de Taylor de graus 1, 2, 3, 4 de la
funcié exponencial a 1’origen. En primer lloc cal definir la funcidé i escriure les
instruccions que de wxMaxima que permeten el calcul dels polinomis de Taylor:

(%il) f1(x):=exp(x);
taylor(fi(x), %, 0, 1); taylor(fi(x), x, 0, 2);
taylor(fi(x), =, 0, 3); taylor{fi{x), %, 0, 4);
(%a01) f1(x):=exp(x)
(%02)/T/ 1+x+...
32
(%o3)/T/ 1+}:+?+

}{2 }{3
(%od)/T/ 1+}c+?+?+

}{2 }{3 }{4
(%oS) T/ 1+x+—+—+—+...
2 6 24
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Ara definim aquests polinomis com funcions:

(%i6) define ( T1(x) , taylor(fL(x), x, 0, 1) );
define ( T2(x) , taylor(fi(x), x, 0, 2) );
define ( T3(x) , taylor(fi(x), x, 0, 3) );
define ( T4(x) , taylor(fi(x), x, 0, 4) );

{':',-’rl:lOE:l_."IT_."I Tll::}:j =1 +x+...
2
(%07)/T/ T2(x):= 1+H+>{?+

. wi oyl

. ¥d w3 oyt
(%09)/T/ THx) =1+x+—+—+—+...
2 6 24

A continuacié es tracta d’observar graficament que el polinomi de Taylor és una
aproximacio local de la funcio, aproximacidé que millora de qualitat a mesura que
s’incrementa el grau del polinomi. Per aixd farem unes representacions grafiques de la
funcio i del polinomi de Taylor d’un grau determinat. Aixi, si dibuixem conjuntament la
funcio i el polinomi de grau 1 s’obté:

* (%i10) wixplot2d([F1(x), T1(x)], [%,-2,2], [ylabel, "], [legend, "f(x)" , "T1(x)"], [style, [ines, 211 ,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )S
B 0 =
X
T T1(x)
6 |
5 |
4 |
3 |
(%t10) 5 |
1 |
0 F
-1 i
-2 -1.5 -1 0.5 0 05 1 1.5 2
X

Ara fem el mateix amb el polinomi de Taylor de grau 2:
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- (%aill) wxplot2d([f1(x), T2(x)], [x,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "f{x)", "T2(x)"], [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )5

° ix) —
T T2(x)
6 L
5 |
4 L
(%at1l) 3|
2 L
1
.
X

I ara fem el mateix amb el polinomi de Taylor de grau 3:

- (%ail2) wxplot2d([f1(x), T3(x)], [x,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "flx)", "T3(x)"], [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )S

8 T
X
7 L
T3(x)
6_
5_
4 L
3_
(6t12)| |
1+
0
-1 i
2 45 1 05 0 05 1 15 2
X

Com es pot observar, les dues grafiques es van semblant cada vegada més a mesura que
s’incrementa el grau del polinomi de Taylor. Vegem finalment la representacio grafica
de la funcid i el polinomi de Taylor de grau 4:
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(%0i13) wxplot2d([f1{x), T4{x)], [%,-2,2], [vlabel, "7, [legend, "f(x)", "T4(x)"], [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 3007 )5

° (x)
[ T4(x)
6 L
5 L
4 |
(et13)| 3 |
2 |1
1t
o |
x

En aquest darrer cas s’observa que dibuix que dona el programa gairebé no permet
diferenciar les dues grafiques. Aquesta dificultat esdevé gairebé impossibilitat si

I’entorn del punt es fa més petit:

. (%oil4) wxplot2d([f1(x), T4(x)], [x,-0.2,0.2], [ylabel, "7, [legend, "fx)", "T4(x)"], [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )3

1.25

12

115

11

1.056

1

0.95

09

085

08

ix)
T4(x)

(%t14)

02 015 01 005 0 005 01 015 02

X

Exemple 8.4.2.- Es tracta de fer el mateix amb la funci6 definida per:
f(x)=cos(x’), xeR

En primer lloc calculem el polinomi de Taylor de grau 4:
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(%il) f(x):=cos(x"2);
define (T4(x) , taylor(f(x), x, 0, 4) );
(%01) f(x):= cas{xzj

_1.
(%02)/T/ T4(x):= 1-}{?+...

I ara fem la representacio grafica de la funcid i aquest polinomi:

(%oi3) wxplot2d([f(x), T4(x)], [%,-3,3], [v,-2, 2], [vlabel, "1, [legend, "f{x)" , "T4{x)"], [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )5
plot2d: some values were clipped.

2 ol
15 ¢ T4(x)
1

05
0
(%013) 05 L
-1
15 L
-2

3 -2 -1 0 1 2 3

Ara calculem el polinomi de Taylor de grau 8 1 fem la representaci6 grafica conjunta:

(%i4) define (T8(x) , taylor(f(x), x, 0, 8) );
4 .8

® X
0y T/ T T
(%o4)/T/ T8(x):=1 3 +24+...

(%iS) wxplot2d([f(x), TB(x)], [x,-3,3], [v,-2,2], [vlabel, "1, [legend, "f(x)" , "T8(x)"] , [style, [lines, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )5

plot2d: some values were clpped.
2
1.5
1
05
0
(%t5) 0.5
-1
15 |
-2

3 2 41 0 1 2 3

Finalment, calculem el polinomi de Taylor de grau 16 i fem la representacio grafica
conjunta:
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(%i6) define (T16(x) , taylor(f(x), x, 0, 16) )

3B yl2 16
(%0B)/T/ T16(x):= e +
24 720 40320
(%oi7) wixplot2d([f(x), T16(x)1, [%,-3,3], [v,-2,2], [viabel, "7, [legend, "f(x)", "T16{x)"], [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1. set gncl ] _nt|ck5 50!): )&
plot2d: some values were clipped.
2
15
1
0.5
0
(%t7) 0.5
-1
1.5
) i i . : :
302 041 o 1 2 3
X

Séries de potencies.

La propietat del residu de la formula de Taylor permet escriure:
. X D" f(x,)
e =timT, =320 gy
k=0

L’ultim terme ¢és una serie de poténcies 1 la igualtat anterior es coneix com
desenvolupament en seérie de poténcies de la funci6. Amb wxMaxima es pot obtenir
I’expressio del desenvolupament en serie de poténcies d’una funcio, tal com es mostra a
continuacio.

Per exemple, per a la funci6 exponencial real es té:

(%il) 'exp(x)=powerseries(exp(x), x, 0);
i1

] of aX — -
{fnﬂl] Yoe 1

Una instrucci6é de wxMaxima permet millorar 1’estética de la sortida:
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(%i2) 'exp(x)=niceindices(powerseries(exp(x), x, 0));

"
¥ X!
(Y%02) %e" = -
11
i=0
Per a les funcions sinus 1 cosinus:

(%i3) 'sin(x)=niceindices(powerseries(sin(x), x, 0));

X

veom) < ) (-1 x2i+1
(%03) sin(x)= —[2i+1]!

i=0
(%i4) 'cos(x)=niceindices(powerseries(cos(x), x, 0));

X

Dfr 4 _ E_lllle
(%04) cos(x)= —[zi]!

i=0

Per a la funci6 arc tangent:

(%i5) 'atan(x)=niceindices(powerseries(atan(x), x, 0));

] ) (1) x2i+1
(%05) atan(x)= BET
i=0

També es pot obtenir el desenvolupament en serie de poténcies d’una funci6 que no
estigui predefinida a wxMaxima:

(%i6) f4(x):=1/(1+x); 'f4(x)=niceindices(powerseries(f4(x), x, 0));
(9%06) fA(x):=——
(%07) F4(x) =Z(-1)i x!

i=0

Finalment dos exemples amb el logaritme neperia, el primer a 1’origen i el segon en el
punt xo = 1:
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(%i8) 'log(x+1)=niceindices(powerseries(log(x+1), x, 0));

aa

(%08) log(x+1)=- i

i=1

(%i9) 'log(x)=niceindices(powerseries(log(x), x, 1));

x

(%09) log(x)= -ZM

i=1
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08-5.- Aplicacions de la derivada. Optimitzacio

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_08-5.wxm.

Caracteritzacio de la convexitat, la concavitat i les inflexions d’uns funcio.

Una funci6 es diu convexa en un interval [x), x2] siinomés si es compleix:
FOx +0=x,) <SAf(x)+A=N) f(x,), 0<A<I

és a dir, si el segment que uneix els dos extrems (x,, /'(x;)), (x,, f(x,)) esta per sobre

de la grafica de la funcio. Si la desigualtat és estricta, s’acostuma a dir que la funcid és
estrictament convexa en I’interval. Interpretacié geométrica de la convexitat:

f(x2)

A fixp) + (1-1) £(x2)

X1 hxp+(1-A) % X2

Figura 8.5.1

Una funci6 es diu concava en un interval [xj, x] si1només si es compleix:
FOx+A=x) > A (x)+A=N) f(x,), 0<A<I

és a dir, si el segment que uneix els dos extrems (xl, f (xl)), (xz, f (xz)) esta per sota de

la grafica de la funci6. Si la desigualtat és estricta, s’acostuma a dir que la funcid és
estrictament concava en I’interval. Interpretacié geometrica de la concavitat:
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A%+ (1-2) % |

A Aixy) + (1-20)1(x,)

X+ (1-0) x;

Figura 8.5.2

Un punt en el qual la funcid és concava a I’esquerra i convexa a la dreta o a la inversa es
diu un punt d’inflexid. A la Figura 8.5.3 es pot veure un punt d’inflexio.

Figura 8.5.3

Una propietat important de les funcions derivables és la segiient: si una funcid
f :[a,b] — R ¢és derivable dues vegades en I’interval Ja,b[ aleshores, es verifica:

« siescompleix Df(x)>0, Ux D]c,d [ , la funcio és convexa en [c,d];
« siescompleix Df(x)<0, Lx D]c,d [ , la funcio és concava en [¢,d];

« si la funci6 és derivable tres vegades i es compleix D’ f(x,)=0, D’ f(x,)#0, el
punt xo és un punt d’inflexio de f.

Exemple 8.5.1.- Es considera la funci6 definida per:

f(x)=x"—x—9x*, x€[-3,3]
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Vegem la seva definici6 amb wxMaxima i la seva representacié grafica:

(%oil) f(x):=x"4-x"3-9%x"2;
(%01) f(x):=x* %> +(-9) x?

(%) wxplot2d([f(x)], [x,-3, 31, [vlbel, "7, [legend,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] )3

30
20
10

1, [style, [lines, 217,

(%t4)

Calculem les derivades de primer i segon ordre de la funcio:

(%i5) define (Df(x) , diff(f(x), x) );
(%05) Df(x):=4 x>-3 x*-18 x

(%id) define (D2f(x) , diff(f(x), x, 2) );
(%06) D2f(x):=12 x*-6 x-18

Calculem ara les arrels de la derivada de segon ordre:

(%i7) Eql : D2f(x) = 0 ;
solve([Eql], [x]);
(%07) 12 x°-6 x-18=10

a

(%08) [x =21 =-1]

Vegem la representacio grafica de la derivada segona:
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(%60) wxplot2d([D2f(x)], [x,-3, 3], [vlbel, "7, [legend, "D2f(x)" 1, [style, [lnes, 217,
[gnuplot_preamble, "set grid"], [nticks, 300] 5

120 . . . . .
D21(x)

100
80
60

ey 40

Per tant, es pot afirmar que, per exemple, la funci6 és convexa en [-3,-2] i la funci6 és
concava en [0,1]. Estudiem les arrels de la derivada segona per veure si son punts
d’inflexid, per a la qual cosa caldra calcular la derivada de tercer ordre i avaluar-la en
aquests punts:

© (%i10) define (D3f(x) , diff(f(x), x, 3) );
(%010) D3f(x):=24x-6
. (%il1) x1=x1:-1; 'D3f(x1) = D3f(x1);
(%011) x1=-1
(%012) D3F(-1)=-30
- (%0i13) x2=x2:3/2;, 'D3f(x2)=D3f(x2),
(%013) x2 =§
(%014) D3f|~ |=30

Per tant, en efecte, aquest punts son punts d’inflexi6 de la funcid, ja que la derivada de
tercer ordre de la funci6 en aquests punts no és nul-la.

Resolucio d’equacions: el métode de Newton — Raphson.

El métode de Newton — Raphson, o simplement de Newton, és un metode iteratiu per a
I’aproximaci6 dels zeros d’una funci6 derivable.

La formula d’iteracio €s la seglient:
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ntl — Xn T f(x,,) ,n>1
Df (x,)

La interpretaci6 geometrica €s prou coneguda: es tracta d’aproximar el zero mitjangant
les interseccions de les successives rectes tangents a la grafica de la funcid, com es pot
veure a la Figura 8.5.4:

: >
X X X
/ / i "

Figura 8.5.4

Exemple 8.5.2.- Es tracta de resoldre 1’equacio
x> —8log(x)=0
En primer lloc intentem resoldre-la amb wxMaxima:

(%il) Eql: x™2 - 8%log(x) = 0;
solve(Eql, x);

(%%o01) x%-8 log(x)=0

(%e02) [x= 2312 Allog(x), x= 23/2 +Jlog(x

Vegem que el programa no ens dona una resposta adient. Aplicarem el métode de
Newton amb la funcié f(x)= x> —8log(x). En primer lloc hem de definir la funcié i
calcular la funci6 derivada, ja que intervé en la formula recurrent:

(%i3) f(x) 1= x"2 - 8%log(x);
(%03) f(x):=x?-8 log(x)
(%) define (Df(x) , diff(f{x), x) J;

(9%04) DF(x):=2 x-=
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Ara fem una representacio de la grafica de la funcio per saber en quin interval es troben
les solucions i poder dissenyar el procediment iteratiu corresponent:

(%ai3) wxplot2d([f{x)], [x, 0.5, 4], [v, -2, 6], [vlabel, "1, [legend, "f(x)" ], [style, [ines, 2]],
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )5

i(x) -

(%t5)

05 1 156 2 25 3 35 4

X

Observem que hi ha un zero en I’interval I; = ]1, 1.5[ 1 un altre zero en I'interval I, =
2.5, 3[. Tot seguit iniciem el procés iteratiu per calcular el zero en I, amb x; = 4:

(%0i6) x1=x1:4;, x2=x2:x1 - (f(x1))/(Df(x1)), numer;
(%o06) x1=4
(%07) x2=3.181725814826521

(%%i8) x3=x3:x2 - (f(x2))/(Df(x2)), numer;

(%008) x3 =2.957260178756791

(%i9) x4=x4:x3 - (f(x3))/(Df(x3)), numer;

(%09) x4 =2.935049208792494
(%il0) x5=x5:x4 - (f(x4))/(Df(x4)), numer;

~ (%0010) x5 = 2.934820198893187
(%0il1) x6=x6:x5 - (f(x5))/(Df(x5)), numer;
(%011) x6=2.934820174464085

Sembla que ja es tenen almenys sis decimals exactes i si la precisid es considera
suficient, es pot aturar el procés iteratiu. Amb wxMaxima hi ha una instruccid que
permet aquest calcul de forma directa i amb la precisié que es vulgui. La sintaxi ¢és la
seglient:

- (%i12) lbad(newtonl)s
newton(x"2 - 8%log(x), %, 4, 10(-5));
(%%013) 2.934820198893187
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Si es desitja una precisio més fina, és a dir, una fita menor de ’error, aleshores cal
indicar-ho en la instruccio. Aixi:

- (%il4) lbad(newtonl)s
newton(x"2 - 8%log(x), x, 4, 10~(-9));
(%015) 2.934820174464085

Ara podem calcular amb aquesta metodologia el zero de la funci6 en 'interval I;:

- (%il6) lbad(newtonl)s
newton(x™2 - 8%log(x), %, 1, 10~(-9));
(%017) 1.195663759058167

Variacions respecte al temps.

En molts problemes d’aplicaci6 de la derivada es plantegen situacions en les quals hi
intervenen funcions que depenen del temps. A continuacié es mostra un exemple de
I’aplicacio de la derivada a una d’aquestes situacions.

Exemple 8.5.3.- Es t¢ un embut conic recte circular que té un radi de la base de radi R
=20cm i una altura de H =40cm. L’embut esta situat amb al vértex cap avall i hi entra
liquid per la part superior amb un cabal de ¢ =200 cm’/min. Si inicialment 1’embut esta
buit, es tracta de calcular la funcid que expressa el nivell del liquid contingut a I’embut
en funcid del temps 1 raonar que es tracta d’una funcié creixent.

Si es designen per r(t), y(t) les funcions que expressen el radi de la base i1 ’altura,
respectivament, del con que forma el liquid dins I’embut en I’instant t, aleshores el
volum de liquid contingut a I’embut és

(%iL) V(t): =(%pi3)*r(t) * 2%y (t);

(%01) ‘u’{t]::%r{tf y(t)

De la geometria del problema deduim que:
(%i2) r(t):=(R/H)*y(t); V(L) = V(t);
R
(%%02) r(t): =q'}r{t]

= y(t)? R2
(%03) V(t)=——7
" H2

o

Per tant, igualant aquest volum al que se sap que hi ha dins I’embut com a producte del
cabal d’entrada pel temps, resulta:
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(%i4) Eq22: g*t=V(t);
= y(t)* R
(%04) g t_T

D’aquesta equacié podem deduir 1’expressio de la funcio altura de liquid:
(%i5) (v(D)3 = (3*q*H"2) / (%p*R™2) * t;
3 3qtH?
(%05) y(t)> ==
zR?
(%i6) define (y(t) , ((3*q*H"2)/(%opi*R™~2))~(1/3) * t~(1/3) );

a1f3 21f341/3 y2/3
(%006) y(t):= RYEPEIE

Si designem per K el coeficient que multiplica a I’arrel cubica del temps, aleshores
podem expressar la funci6 altura de liquid a I’embut:

(%i7) q=q:2005  R=R:205  H=H:405
- (%il0) 'K=K:((3*g*H"2)/(%opi*R"2))~(1/3), numer;
(%010) K =9.141562994681664
© (%il1) define (y(t) , K*t~(1/3) );
(%011) y(t):=9.141562994681664 t1/ 3

La representacio de la grafica d’aquesta funcio és:

. (%il2) wxplot2d([v(t)], [t, 0,100], [ylabel, "1, [legend, "v(t)" 1, [style, [lines, 217,

[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 300] )5
45
40
35
30
25
20
15
10

() ——

(%t12)

0 20 40 60 80 100

El creixement es pot observar a la grafica; tanmateix es pot analitzar aquesta
caracteristica de la funcio veient el signe de la funci6 derivada:
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 (%i13) define (Dy(t) , diff(y(t), t) );

3.047187664893888
(%013) Dy(t):= E
e/ 3

Ates que aquesta derivada €s positiva en tot punt, es pot concloure el creixement de la
funci6. Ara es pot raonar que la velocitat a la que va augmentant el nivell del liquid a
I’interior de I’embut és decreixent amb el temps. En primer lloc farem la representacio
grafica d’aquesta derivada:

- (%aild) wxplot2d{[Dv(t)], [t, 0.1,907, [v, 0, 8], [vlabel, "1, [legend, "v(t)" 1, [style, [lnes, 2, 217,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 3007 )5
plot2d: some values were clpped.

° yit) ——
7t
5]
5
4
(%t14) 3
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t

Ara verificarem que la derivada de I’altura és decreixent calculant la derivada de segon
ordre 1 veient que és negativa:

(%i15) diff(Dy(t), t);
2.031458443202592

I

£5/3

(%o15) -

Finalment, es pot fer algun calcul com per exemple calcular la velocitat a que augmenta
el nivell de liquid a I’embut quan [’altura de liquid és de 25cm, per a la qual cosa
determinarem en quin instant s’assoleix aquesta altura i després calcularem la derivada
de I’altura en aquest instant:

. (%il7) Eq24: v(t)=25; solve([Eq24], t);
(%017) 9.1416t1/3 =25
rat: replaced 9.1416 by 8072/883 = 9.1416
10757271671875
(%018) [t=
_ 525048789248
(%i19) t0 = t0 : 10757271671875/525948789248, numer;
(%019) t0 =20.453
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(%i20) 'Dy(t0)=Dy(t0);
(%020) Dy(20.453)=0.407

Optimitzacio.

Una de les aplicacions més significatives de la derivada és la determinacié d’extrems
d’una funcid, problemes que es coneixen com optimitzacid. Vegem-ne un exemple.

Exemple 8.5.4.- Es considera un cercle de radi R; es tracta de determinar el sector
circular que cal extreure per tal que amb el que queda de cercle es formi un con de
volum maxim.

Designem per x 1’angle (en radians) del sector que s’extreu. Calculem la longitud de
I’arc d’aquest sector i de la part restant:

(%) L1(x):=R*x;  L2(x):=2*%pi*R - R*x;
(%o01) L1(x):=R x
(%02) L2(x):=2nR-Rx

El radi de la base del con que es forma amb el que queda de cercle és:
(%i3) r(x):=(2%%pi*R - R*x)/(2*%pi);
2z R-R
I::DanE] I’{}C]:=Tx

Pel teorema de Pitagores calculem 1’altura d’aquest con:

(%) h(x):=sgrt(R™2 - ((EX%plxR R=x)/(2%%opi))™2);
2zR- R}{T

(%04) h(x): J RZ- |

I ara podem calcular el seu volum:

(%i5) V(x):=(%pi/ 3)*(r(x)"2)*h(x);
(%05) V(x}:z%r(x}z h(x)

Es clar que aquesta funcié esta definida en I’interval [0, 2]. Per determinar el maxim
d’aquest funcio calculem la funci6 derivada:
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(%ib) diff(V(x), x);

(2=R-xR)%
- R(ErR-xR]JRz-—
R(2zR-xR) 4 52
(%06) - —
2zR-xR :
48 :3~JR2-—( )
4 72

Sembla raonable intentar simplificar aquesta expressio:

(%i7) ratsimp(%o);
(2x3-12 2z %x2+16 22 x) R¥*+(x3-6n x2+12x2 x-8 ¥ R?

24 z2~la = x-%2 |R|

(%07) -

Ara podem definir-la com funcio:

(%i8) DV(x):=-((2%x"3-12%%pi*x 2+ 16%%opi™ 25X )* R 4+
(X 3-6%%opi*x 2+ 12%%pi~ 2% x-8%%opi™ 3)*R~4)/ (245 Yapi 2*sqrt(4*Yapi*x-x~2)*R);
S((zx-12rxf+16 w80 R¥I+ (-6 n xi+12 22 %+ (-8)=7)RY)

247244z x-%2 R

(%08) DV(x):=

Per calcular els punts critics igualem a zero i resolem:

(%i9) Eql:DV(x)=0;
(% g)-(2x3-12:>{2+16:2x]R4-(x3-6:>{2+12:2>{-8:3]R4 0
(s} =
247Aldzx-x2 R
(%i10) solve([Eql], [x]);
(2~6-6)x (26 +6)=
- =

P X 3

(%010) [x=-

,X=21]

Ara calculem numeéricament aquestes solucions:

(%il1) x1=x1:-((2*sqrt(6)-6)*%pi)/ 3, numer;
x2=x2:((2*sqrt(6)+6)*%pi)/3, numer;
¥3=x3:2%%pi, numer;

(%011) x1=1.152985986532131

(%012) x2=11.41338462782704

(%%013) x3=06.283185307179586

La segona no pertany a I’interval i, per tant, es pot descartar. La tercera és precisament
I’extrem superior de l’interval, en el qual la funci6 volum és nulla. Per tant cal
considerar només la primera i per determinar la tipologia de I’extrem cal calcular la
derivada segona en aquest punt:
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" (%i14) diff(DV(x), x);

-(Bx%-24mx+16=2)RY-(3x%-127x+1279)RY
(%014) -

247204z x-x* R
(4z-2x)(-(2x3-12zx?+16 22 %) R¥-(xF-6xx?+1222%-82%)R
32
l2g

48 72 (4 7 x-x?)
7ol X)=-0 N+ FopIrTx-, Jopil I Yopl sqrt JoPIm X=X -
(%I15) D2V(x): =(-9%x"2+36*%opi*x-28% %pi™2)/(24*%pi~ 2*sart(4* Yapixx~2))
((4%%pi-2*x)*(-3*x~3+18%Uapi*x 2-28%%api 2% x + 8%%pi™3) )/ (48 Yapi™ 2% (4%%0pitx-x"2) " (3/2));
-9y %2436 x+(-28) =2 (47-2x)((-3)xFT+18mxT+(-28)n2x+8 7T
(%015) DZV(X)::( ) (-28) =" ( J((-3) (3 2J )
24 72-lamx-x? 4872 (4 7 x-x2) /
(%il6) 'D2V(x1)=D2V(x1), numer;

(%%o1b) D2V(1.152985986532131)=-0.18377629847393

Per tant la funci6é €s concava i es tracta d’'un maxim local. Aquest extrem és absolut ja
que el volum ¢és nul als extrems de ’interval. Per il-lustrar graficament el problema es fa
una representacié grafica de la funcié volum amb un radi unitat:

(%0i22) waxplot2d([V(x)], [x, 0, 2%%pi] , [vlabel, "7, [legend, "V{x)" 1, [style, [lnes, 2, 311,
[gnuplot_preamble, "set size ratio 1; set grid"], [nticks, 300] )5
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