
 
 

 

Tema 7 

Càlcul diferencial de funcions reals  

de variable real (1) 
 

 
 
 
 
 
Objectius: 

1. Calcular la derivada d’una funció amb wxMaxima. 
2. Calcular derivades d’ordre superior. 
3. Calcular la diferencial d’una funció. 
4. Calcular derivades de funcions definides implícitament. 

 
Continguts: 

07-1.  Derivada d’una funció. Funcions derivables. Càlcul de derivades. 
07-2.  Regles de derivació. Derivades d’ordre superior. 
07-3.  Diferencial d’una funció. Aplicacions. 
07-4.  Funcions implícites. Derivació de funcions implícites. 
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07-1.-  Derivada d’una funció. Funcions derivables. Càlcul de 
derivades 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_07-1.wxm.  
 
Si  :f A ⊂ →ℝ ℝ   és una funció real de variable real i a A∈  és un punt interior del 
camp d’existència de la funció, s’anomena derivada de la funció en aquest punt, el 
següent límit, si existeix 
 

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

h x a

f a h f a f x f a
Df a

h x a→ →

+ − −= =
−

 

 
La interpretació geomètrica d’aquest concepte és prou coneguda: és el pendent de la 
recta tangent a la gràfica de la funció en el punt ( , ( ))a f a  quan aquesta recta existeix, 
expressada com el límit dels pendents de les rectes secants a aquesta gràfica que passen 
pels punts  ( , ( ))a f a .  
 
Per exemple, si es considera la funció definida per: 
 

2( ) 2 2,f x x x x= − + ∈ℝ  
 
aleshores a continuació es pot veure aquesta interpretació geomètrica amb unes rectes 
secants que passen pel punt (2, (2))f .  
 
Implementant els càlculs amb wxMaxima per a la representació gràfica, s’obté: 
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Amb wxMaxima es pot calcular la derivada d’una funció en un punt aplicant la 
definició anterior: 
 

 
 
Si una funció té derivada en un punt es diu derivable o diferenciable en aquest punt i es 
diu no derivable o no diferenciable, en cas contrari. A continuació es mostra un exemple 
de funció no derivable en un punt.  
 

 

 
 
 
En el cas de la funció 2( ) 2 8f x x x= − −  representada en la gràfica anterior i si es 

considera el punt a = 4, la resposta de wxMaxima és: 
 

 
 
La conclusió és que la funció no és derivable en aquest punt. Aleshores es poden 
calcular les derivades laterals, designades ( )D f a+  i ( )D f a− , que són els límits laterals 
de l’expressió de la definició de derivada d’una funció en un punt. Si la funció és 
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derivable ambdós límits existeixen i són iguals i si la funció no és derivable, aleshores o 
bé les derivades laterals existeixen i no són iguals o bé algun dels límits no existeix. En 
el cas de la funció considera abans, les derivades laterals són: 
 

 

 
 
 
Càlcul de la derivada d’una funció 
 
Per calcular la derivada d’una funció en un punt qualsevol amb wxMaxima, és a dir, per 
calcular l’anomenada funció derivada, cal aplicar la instrucció “diff” indicant entre 
parèntesi el símbol assignat a la funció que ha d’haver estat definida prèviament i la 
variable respecte la qual es deriva. Per exemple, si s’ha definit 2

1( ) 2 2f x x x= − +  
aleshores: 
 

 
 
Si es vol calcular la derivada en un punt concret, és a dir, el valor de la funció derivada 
en aquest punt, es podria pensar que la metodologia és similar a la que permet el càlcul 
del límit d’una funció en un punt. Així, si es vol calcular la derivada de la funció 
anterior en el punt a = 3, es podria pensar que la instrucció a aplicar és: 
 

 
 
resultat que no és correcte ja que 1(3) 4Df = . Així, doncs, aquesta instrucció no és la  
correcta per aquesta finalitat i cal implementar una estratègia adequada. Una opció 
plausible és aplicar la instrucció “define” per definir la funció derivada i aplicar aquesta 
funció al punt concret. Així, en el exemple anterior, es pot procedir de la manera 
següent: 
 

 
 
Ara es pot calcular la derivada en un punt concret o en un punt qualsevol: 
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Cal anar amb atenció amb aquesta metodologia. Per exemple, si es considera la funció 
definida per: 
 

2 1
sin , si 0

( )

0, i 0

x x
F x x

s x

   ≠  =  
 =

 

 
i ara es calcula la derivada amb wxMaxima, resulta 
 

 
 
Per tant, si es defineix la funció derivada mitjançant: 
 

 
 
 i ara es vol calcular la derivada a l’origen com el valor en aquest punt de la funció, és 
clar que això no es pot fer ja que l’expressió anterior no està definida a l’origen. En 
aquest cas es pot veure que la funció considerada és derivable a l’origen i es compleix 

(0) 0DF = ; en efecte: 
 

 
 
 
Derivada infinita. 
 
Un altre cas a considerar és la possibilitat que el límit de la definició de derivada no 
sigui finit i els límits laterals existeixin i coincideixin. Tal és el cas, per exemple de la 
funció definida per: 

, si 0
( )

, si 0

x x
g x

x x

− − ≤= 
>
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Si es calcula la derivada de cada una de les expressions analítiques de la funció, resulta 
 

 
 
Les derivades de la funció no estan definides a l’origen; per tant s’han de calcular les 
derivades laterals en aquest punt aplicant la definició de derivada lateral:  
 

 
 
En conclusió es pot afirmar que (0)Dg = +∞  (extensió de la derivada a la recta real 
ampliada).  
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Per acabar aquest apartat mostrem que amb wxMaxima es pot calcular la funció 
derivada d’una funció que tingui paràmetres en la seva expressió analítica. Així, per 
exemple: 
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07-2.  Regles de derivació. Derivades d’ordre superior. 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_07-2.wxm.  
 
Les regles de derivació, és a dir, la relació entre la derivació i les operacions elementals 
amb funcions, es poden escriure amb wxMaxima, tal com es mostra a continuació. 
Observi’s que es fa servir la notació clàssica per a la derivada d’una funció i no la més 
moderna amb l’operador derivació D.  
 
Derivada de la suma i diferència de funcions: 
 

 
 
Derivada del producte per una constant i del producte de dues funcions: 
 

 
 
Derivada del quocient de dues funcions: 
 

 
 
S’observa que l’expressió de la derivada del quocient de dues funcions no està escrita en 
la manera habitual; per aconseguir-la, simplifiquem l’expressió anterior: 
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Derivada de la potència d’una funció amb exponent una funció: 
 

 
 
Aquesta expressió es pot operar per obtenir l’expressió habitual de la derivada d’una 
potència de funcions: 
 

 
 
Derivada de la composició de dues funcions: 
 

 
 
Es pot observar que la derivada de la funció composta (regla de la cadena) no es 
desenvolupa com es podia esperar. Tanmateix, no cal deduir que amb wxMaxima no es 
poden calcular derivades de funcions compostes; es pot fer i en l’exemple que segueix 
es mostrarà la metodologia per fer-ho.  
 
Vegem un exemple de l’aplicació de les expressions anteriors. Considerem, per 
exemple, les funcions definides per: 
 

2( ) 1 , ; ( ) sin(2 1),f x x x g x x x= + ∈ = + ∈ℝ ℝ  
 

 
 
La derivada de la suma i de la diferència d’aquestes funcions és: 
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La derivada del producte i del quocient d’aquestes funcions és: 
 

 

 
 
Tal com s’ha comentat abans, simplifiquem l’expressió de la derivada del quocient: 
 

 
 
La derivada de la potència d’aquestes funcions és: 
 

 
 
I amb la simplificació comentada: 
 

 
 
La derivada de les funcions compostes ( )f g�  i  ( )g f�  és: 
 

 

 
 
 
Derivades d’ordre superior. 
 
Les derivades d’ordre superior, o derivades successives, es defineixen mitjançant: 
 

( )1( ) ( ) ,k kD f x D D f x k−= ∈ℕ  
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Aquestes derivades d’ordre superior es calculen de forma senzilla amb wxMaxima: la 
sintaxi només requereix posar després de la variable un nombre natural que indica el 
nombre de vegades que es deriva la funció.  
 
Per exemple, si es considera la funció polinòmica 3 2( ) 4 5 2 6P x x x x= − + − , la derivada 
(de primer ordre) es pot calcular mitjançant: 
 

 

 

 
 
S’observa doncs que si després de la variable no es posa cap indicació, per defecte es 
calcula la derivada primera (o d’ordre 1). Si es vol escriure la derivada amb la notació 
de l’operador derivació, aleshores es pot fer el següent: 
 

 
 
Per a les derivades d’ordre superior 2, 3 i 4 (qualsevol altra derivada d’ordre superior a 
4 és nul·la), la sortida del programa és: 
 

 

 

 
 
Fent servir la notació de l’operador derivació: 
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Per poder calcular derivades d’ordre superior aplicant la derivació a la funció derivada 
d’ordre anterior, cal aplicar la instrucció “define” per poder tenir definida la derivada 
funcionalment i que el programa pugui treballar amb aquesta funció. Així, per exemple, 
en el cas del polinomi anterior: 
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07-3.  Diferencial d’una funció. Aplicacions 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer  Tema_07-3.wxm.  
 
Si  :f A ⊂ →ℝ ℝ   és una funció real de variable real diferenciable en un punt a A∈  
interior del camp d’existència de la funció, s’anomena diferencial de f en el punt a, 
designada  dfa, l’aplicació lineal de ℝ  en ℝ  definida per 
 

( ) ( ) ,adf h Df a h h= ∈ℝ  

 
Per exemple, es considera la funció diferenciable 
 

2( ) 2 2,f x x x x= − + ∈ℝ  
 
Definim-la amb wxMaxima i calculem la seva funció derivada:  
 

 

 
 
Aleshores, la diferencial d’aquesta funció en un punt a ∈ℝ  és: 
 

 
 
La diferencial és l’única aplicació lineal que aproxima localment els increments de la 
funció en un entorn del punt, és a dir: 
 

( ) ( ; ) ( ) ( )adf h f a h f a h f a≈ ∆ = + −  

 
En el cas anterior l’increment en un punt és: 
 

 

 

 
 
La propietat esmentada de la diferencial s’expressa aleshores:  
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La propietat essencial de la diferencial s’ha aplicat clàssicament a càlculs aproximats 
que l’existència actualment d’eines potents de càlcul ha deixat gairebé obsolets. 
Tanmateix, farem tot seguit un exemple d’aplicació de la diferencial d’una funció que 
en ocasions pot tenir interès.  
 
Es tracta d’establir el subconjunt de punts de la recta real en el qual es pot aproximar 
l’expressió 1/3( 2.15)x +  per 1/3x  amb un error inferior a 10-4. Si es considera la funció 

1/3( )f x x= , diferenciable en tota la recta real exceptuant l’origen, aleshores es compleix 
 

 

 
 
Per tant la funció diferencial està definida mitjançant 
 

 
 
El valor de la diferencial en h = 2.15 és una aproximació de l’increment degut a aquest 
desplaçament, és a dir: 
 

 
 
Per tant, es tracta de trobar els punts que fan que aquest increment no superi la fita 
fixada, fet que s’expressa mitjançant la desigualtat: 
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Resolent aquesta inequació s’obté: 
 

 
 

Així doncs, la condició es compleix en l’interval ]606702.53252, +∞[. 
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07-4.  Funcions implícites. Derivació de funcions implícites 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_07-4.wxm.  
 
Les funcions implícites d’una variable o funcions definides implícitament són aquelles 
que es defineixen mitjançant equacions de corbes planes en les quals intervenen dues 
variables. Una corba plana és un conjunt de punts del pla definits per una equació del 
tipus ( , ) 0F x y = . Mitjançant aquesta equació es pot definir implícitament una funció 

( )x y x֏  tal que seva la imatge en un punt x és el valor y(x) tal que ( , ( )) 0F x y x = . Per 

exemple, la corba plana d’equació 3 3 1x y+ =  defineix implícitament una funció 

( )x y x֏  tal que la imatge és el valor tal que 3 3( ) 1x y x+ = . Els detalls sobre aquest 
tema i les propietats de les funcions definides implícitament, es poden trobar a les 
referències. 
 
Per representar gràficament amb wxMaxima una corba plana cal carregar primer el 
paquet anomenat “draw2d” i fer servir la instrucció “implicit”, especificant l’equació de 
la corba i els rangs de les variables, tal com es veurà a continuació. El gràfic resultant es 
pot modificar amb les opcions corresponents, fent servir el quadre de diàleg a l’efecte. 
Si es vol obtenir la gràfica “enganxada” al mateix fitxer de càlculs, aleshores cal fer 
servir la instrucció “wxdraw2d”.  
 
Així, la representació gràfica de la corba plana 3 3 1x y+ =  s’obtindria de la manera 
següent: 
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Vegem un altre exemple en el qual es canvia el color emprat en la gràfica de la corba 
plana; es tracta de la corba plana d’equació 3 3 1x xy y− + =  : 
 

 
 
 
 
Derivació implícita. 
 
Si una corba plana defineix implícitament una funció diferenciable, es poden calcular 
les derivades de la funció definida implícitament. Vegem tot seguit amb un exemple la 
metodologia i la sintaxi que cal aplicar. Considerem l’equació 3 3 1 0x y xy+ − − = , la 
qual defineix una corba plana representada a la Figura 07-3(b).  
 
En primer lloc cal escriure l’equació de referència mitjançant la qual es relacionen 
inicialment les variables: 
 

 
 
A continuació cal especificar quina de les variables és la que es considera funció 
definida implícitament i quina és la que segueix sent la variable. La instrucció de 
wxMaxima és “depends” amb un parèntesi en el qual es posen las variables ordenades: 
en primer lloc la “funció” i en segon lloc la “variable”; en aquest cas la sintaxi és 
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A partir de l’aplicació d’aquesta instrucció, el programa interpreta que y és una funció 
de x definida mitjançant una equació. Si la funció definida implícitament és 
diferenciable, es pot calcular la derivada d’aquesta funció derivant en l’equació inicial, 
mitjançant la instrucció: 
 

 
 
En aquesta equació es pot veure com wxMaxima interpreta que s’ha assignat el rol 
funcional y(x)  i s’ha derivat l’equació inicial considerant x la variable i y una funció de 
x. Es pot designar l’equació anterior amb una referència, per exemple 
 

 
 
Aquesta equació es pot reescriure fent servir la notació de la derivada amb l’operador 
derivació: 
 

 
 
Si es vol calcular l’equació de la recta tangent a la corba definida per l’equació Eq1 en 
un punt, per exemple el punt (1,0), cal substituir aquests valors en l’equació Eq2, 
obtenint-se: 
 

 
 
Per tant es compleix 
 

 
 
L’equació de la recta tangent buscada és doncs 
 

 
 
Si es vol calcular la derivada segona de la funció definida implícitament, cal derivar 
implícitament en l’equació Eq2, i s’obté 
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Per calcular el valor de la derivada segona en un punt, per exemple en x=1, cal substituir 
ara els valors 1, (1) 0, (1) 3x y Dy= = =  resulta: 
 

 
 
Finalment doncs: 
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