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05-1.- Definicio de serie. Exemples

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-1.wxm.

Si (a, )neN €és una successio numerica, s’anomena suma parcial n-ésima a

4,=a+a,++a,neN

La successio de sumes parcials (An) s’anomena seérie associada a la successio

neN
(an )neN 1 s’acostuma a designar Zan . Si aquesta successio de sumes parcials, és a dir

n21
+00

la série, és convergent, el seu limit s’anomena suma de la série i es designa Z a, .

n=1

Per definir una série numerica amb wxMaxima cal fer servir una lletra d’index diferent
en la successio inicial i en la successio de sumes parcials.

Exemple 05-1.1. Vegem la definici6 d’una série amb wxMaxima. La s€rie numerica €s

1 : , : .
E 11 Observeu que cal fer servir un index de suma diferent per a la successio i per
nz1 1

a les sumes parcials:

(%il) a[k]:=1/(k™~2+1);
(%e01) ay :=

k?+1
(%i2) makelst(alk], k, 1, 10);
111 1 1 1 1 1 1 1
(%02] [_r_r_r_r_r_r_r_r_r_]
2 51017 26 37 30 65 82 101
(%i3) S[n]:=sum(a[k], k, 1, n);
n

(%03) 5, := ay

k=1
Es poden obtenir els primers termes de la successi6 de sumes parcials:

(%i4) makelst(5[n], n, 1, 5);
1 7 4 73 1983
o N,
(%04) 157575785 2210}
(%i5) makelist(S[n], n, 1, 5), numer;
(%05) [0.5,0.7,0.8,0.85882352941176, 0.8972850678733 |
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També es poden obtenir termes qualssevol de la successio de sumes parcials:

(%i6) 'S[20] = 5[20]; '5[20] = 5[20], numer;
127839875459491159721369
124364894551971407543105
(%e07) 555=1.027941815252917
(%hi@) 'S[50] = 5[50]; '5[50] = S[50], numer;
%08) S, _ 2985501955349657655368868349886527607468223781558551467442494587447100550735
28248384189595667530968474610841248359818030181533374734078775452647631957434
(%09) 55,=1.056875301366535
- (%il0) 'S[100] = S[100]; 'S[100] = S[100], numer;
783038547070974244933847469729[129 digits]391678070358329582695950979153
734059038271153602151391138846[129 digits]489155184000258256242931637125
(%0011) Sqp=1.0606724209152409

{Dfr[lﬂﬁ‘] 52|:| =

(

(D!ICIU].D] SlDD =

Observi’s el poc interes que té la resposta en els casos de les sortides (%06), (%08) i
(%010).

La suma de la serie no es pot calcular de manera similar al limit d’una successio. Aixi,
si s’escriu en el programa el calcul del limit s obté el resultat:

" (%i12) mit(S[n], n, inf);
n

1

%0l12)  lim
(%012) k?+1

n-=>uo
k=1

Es podria pensar que la instruccio a aplicar és la que podria calcular la “suma infinita”,
¢és a dir:

" (%i13) S=sum(a[k], k, 1, inf);

=

1

%%013) 5=
(%013) kZ+1

k=1

El resultat mostra clarament que aixo no ¢€s aixi i que el programa no fa cap calcul. Per
tant, caldra aplicar altres metodologies per calcular la suma d’una série, en el cas en que
aixo sigui possible, €s a dir, quan la série és convergent i es coneix una expressio de la
seva suma.

4 Tema 5: Séries numeriques



La condici6 necessaria de convergéncia estableix que per a que una serie Zan pugui
n21

ser convergent, la successio inicial ha de ser un infinitésim i en cas de no ser-ho, la serie

¢s divergent. Vegem-ne un exemple.

Exemple 05-1.2.- Si es considera la successi6 amb a, =(-1)", es veu immediatament
que la successio de sumes parcials no €s convergent:

(%il) a[kl:=(-1)"k; makelist(alk], k, 0, 10);
(%o01) ay :=(-1)"
(%02) [1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,1]

(%i3) S[n]:=sum(a[k], k, 0, n); makelist(S[n], n, 1, 10);
n

(%003) S,:= E ay

k=10
(Y%o04) [0,1,0,1,0,1,0,1,0,1]

Exemple 05-1.3 (La série geometrica). Si x és un nombre real qualsevol i es considera
la successi6 de les seves poténcies d’exponent natural (x") 9 =(1,x,x2,...,x",...), la
nz

série associada a aquesta successid s’anomena serie geometrica. Aquesta seérie ¢€s

convergent si i només si, es compleix |x| <1 1ilasumadelaserieés X =——

l1-x
En efecte:
(%il) a[k]:=x"k;
(%o01) ak:=xk
(%i2) makelst(a[k], k, 0, 10);
(%02) [l,x,xg,x3,x4,x5,xﬂ,x?,xg,xg,xw]
(%i3) S[n]:=sumf(alk], k, 0, n);

n

(%03) S, := > ay

k=0
(%i4) sum(a[k], k, 0, inf)=1/(1-x);

1
1-x%

Tema 5: Séries numeriques 5



. 1 . N
Per exemple, si x = 5 la série geométrica és convergent:

(%il) a[k]:=(1/2)"k;

ok
1
(%01) a, :=|~E)

(%i2) makelist(alk], k, 0, 10);
111111 1 1 1 1
(%02) [1,5133172 53755 T35 355" 513 T3
2'4"8"16"32 64" 128" 256" 512" 1024
(%i3) S[n]:=sumf(a[k], k, 0, n);

n

(%03) 5, := > ay

k=10
(%i4) makelst(5[n], n, 1, 10);

(%i5) sumi(alk], k, 0, inf)=1/(1-1/2);

o

E 1
('%05] —k=2
2

k=10

Si la suma comenga en un nombre 7, >0, per calcular la suma de la série geometrica

cal “descomptar” els primers n, termes; per exemple:
(%i6) aalk]:=(1/2)"k;

r"l k
(%06) aa, :=|~E)

(%i?) makelist{aa[k' k, 3, 10);
111 1 1 1

(%07) == e o5 o ]

8'16732'64 128" 256" 512" 1024
(%i8) sum(aal[k], k, 3, inf)=1/(1-1/2)-((1/2)*0+(1/2) 1 +(1/2)*2);

o

E 1 1
('%03] ;:E

k=3
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Exemple 05-1.4 (Séries telescopiques). S’anomena série telescopica a la associada a la
successio de diferéncies d’una successid numeérica, és a dir, la série Zan si

n21
a,=b,=b,, . Silasuccessi6 (b,) és convergent, la série telescopica és convergent i la

seva suma é€s:

+00

> a, =b ~lim(b,,,)

n=1

. ) . 1 1 1
Aixi, per exemple, la serie z ¢s telescopica, ja que =————. Ates
= n(n+1) nn+l) n n+l

: 1 . e \
que llm(—ﬂj:O, la série telescopica és convergent. Vegem els calculs amb
n

wxMaxima:

(%il) b[k]:=1/k;
(%o1) by :{
(%i2) a[k]:=b[k]-b[k+1];
(%02) a, :=by-b, .4
(%i3) makelst(alk], k, 1, 10);

111 1 1 1 111 1
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05-2.- Séries de termes positius

Una serie numerica Zan es diu de termes positius si es compleix a, =20, per a tot

n2l
n21. En aquest cas, la successid de sumes parcials és monodtona creixent i, per tant, la
seérie €s convergent si la successid de sumes parcials €s fitada superiorment.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-2.wxm.

Exemple 05-2.1 (La série harmonica). Un exemple molt conegut de serie de termes
positius €s ’anomenada série harmonica Z— que, malgrat que la successiod base ¢és un

n2l

infinitésim, resulta que és divergent. Vegem alguns calculs amb wxMaxima:

(%il) a[k]:=1/k; makelist(a[k], k, 1, 10);

1
Y%o0l) a, :=—
(%01) =7
111111111
%o02) [1,—,=,— === —
|:: :I[ “2“3“4“5“6“?“8!9!].']]
(%i3) Aln]:=sum(a[k], k, 1, n); makelist(A[n], n, 1, 10);
n
(%03) A= ay
k=1
3 11 25 137 49 363 761 7129 7381
(%e04) [1
Y00 B

2'6"12" a0 "20" 140" 280" 25207 2520

Una manera d’obtenir una certa aproximacid de la suma, cas de ser finita, és calcular
alguns termes amb index “gran” de la successio de sumes parcials; per exemple:

(%i5) A[20]; A[30]: A[40];
53835135
(%05) ———
13519304
9304082830147
(%06) —————
2329089562800
2078178381193813
4835721041551200

(%07)

Aquesta resposta, tal com s’ha vist a ’apartat anterior, no és gens facil d’interpretar
numericament; sembla doncs que cal demanar al programa que ens doni la representacid
decimal d’aquestes sumes parcials. Aprofitem per incrementar sensiblement I’index:
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(%i8) A[1000], numer;
A[10000], numer;
A[20000], numer;

(%08) 7.485470860550343

(%09) 9.787606036044345

(%010) 10.48072821722932

Com que hi ha una diferéncia significativa entre aquests resultats, en calculem un parell
més:

(%i11) A[30000], numer;

A[40000], numer;
(%011) 10.88618499211992
(%012) 11.1738628979455

Aix0 no déna informacié concloent en aquest cas; només es pot intuir que la suma és
cada vegada més gran 1 que no sembla estabilitzar-se. Més endavant veurem casos en
que si en podrem treure conclusions més precises. Finalment, només ens queda il-lustrar
el resultat ja conegut: que la suma de la série harmonica no ¢és finita, és a dir:

- (%i13) sum(a[k], k, 1, inf)=+inf;

=

1
(%013) g Pt

k=

Les séries de termes positius Z—p s’anomenen harmoniques generals o de Riemann.
n
nx1

Aquestes series soOn convergents si 1 nomes si, es compleix p >1. Per exemple si p =2
resulta:

 (%i14) aa[k]:=1/k"2:

1
(%0014) aa, :E

. (%i15) AA[n]:=sum(aalk], k, 1, n); makelist{AA[n], n, 1, 10);

n
(%015) AA = E aay
k=1

a 5 49 203 3269 3309 200631 1077749 9773141 1968329
{"':'016:' [1.1_.!_._.! . I ' ' ' '
4" 30 144 3600 3600 176400° 703400 6330400 1270080
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(%il7) AA[1000], numer;
AA[10000], numer;
AA[20000], numer;

(%017) 1.6439345665681561
(%0018) 1.644834071848065

(%019) 1.644884068098209

Per tant, atés que la série és convergent, es pot afirmar que la suma de la série és
aproximadament 1.6448+10™.

Exemple 05-2.2 (Criteri de I’arrel o de Cauchy). Si Zan ¢s una serie de termes
nx1

positius, aquest criteri es basa en el calcul del limit

L,=lim (an )1/"

n—o

Si es compleix 0<L, <1, la serie és convergent, si L, >1 la serie és divergent 1 si val
1 no es pot concloure res per aplicacio d’aquest criteri. Considerem la série numerica

n n
;(2n+1)

La introduirem al programa wxMaxima i calcularem el limit que estableix el criteri de
I’arrel:

(%il) alkl:=(k/(2%k+1))~(k); makelist(alk], k, 1, 7);
e K
%o1) ay :=| :
(%o01) K 2k+1)
or 1 4 27 236 3123 40636 823343
("':"32:] [:E_fﬁf ' ' ' -
3725 34376361 1610517 4826809 170859375
(%i3) Alnl:=sum(alk], k, 1, n); makelist(A[n], n, 1, 5);
n
(%03) A := > ay
k=1
37 14716 34379092 3712001442367

1
{%04] [:.l_.l ' ' -
3773 237237 30200373 90a0821804323
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(%i5) A[1],numer; A[2],numer; A[3],numer;
A[4],numer; A[5],numer;
(%05) 0.33333333333333
(%06) 0.49333333333333
(%%07) 0.57205053449951
(%08) 0.61106897681014
(%09) 0.63047276815574

(%il0) Li=limit((a[k])"~(1/k), k, inf);
1
(%%o010) L1 =

Amb aquest resultat es pot concloure que la série €s convergent.

Exemple 05-2.3 (Criteri del quocient o de D’Alembert). Si Zan ¢s una serie de

nx1

termes positius, aquest criteri es basa en el calcul del limit

—_1 an+l
LQ =lim—2=

n—o
an

Si es compleix 0< L, <1, la seérie és convergent, si L, >1 la série és divergent i si val

1 no es pot concloure res per aplicaci6é d’aquest criteri. Considerem la série numerica

n n
;(2n+lJ

La introduirem al programa wxMaxima i calcularem el limit que estableix el criteri.
Obtenim:

(%il) alkl:=(k/(2%k+1))"™(k); makelist(alk], k, 1, 3);
Cok Ok

of .:' ]

(%01) 3y : 2 k+1/

1 4 27 256 3125
{DI':'OEEI [_.l_a_a r
3725 343 6361 161051

(%i3) Aln]:=sumialk], k, 1, n); makelist(A[n], n, 1, 5);

n
(%003} A, := E ay

=1
(%04) [1 7 14716 34370092 5712601442567
Yood) [—,—

’ 3'75' 25725 56260575 0060821864325

[N
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(%i5) A[1],numer; A[2],numer; A[3],numer;
Al4],numer; A[5],numer;
(%05) 0.33333333333333
(%06) 0.49333333333333
(Y%07) 0.57205053449951
(%08) 0.61106897681014
(%09) 0.63047276815574
(%i10) blk]:=alk+1]/a[k]; makelist(b[k], k, 1, 5);
B +1
a
12 673 87808 20303125 7313293454

{Ij"{:"aii] [_a ' ' '
23 1372 177147 412290567 153083778123

 (%i12) L2=limit(b[k], k, inf);
1
(%012) L2=7

(%0010) by :=

Per tant, la série és convergent. Observeu que el calcul d’aquest limit sense 1’ajut del
programa no ¢s senzill. A titol de comprovacié del que s’ha dit sobre aquest criteri,
apliquem-lo a les séries harmoniques vistes a I’Exemple 05-2.1: en el primer cas resulta

(%i13) aalk]:=1/k"™2; clkl:=aalk+1]/aalk]; L3=lmit(c[k], k, inf);
1

(%0013) aay ::E
88 +1

(%e014) ¢ :=

aay
(%015) L3=1
En el segon cas, resulta:
(%ilE) azalkl:=1/k; c[kl:=aaalk+1]/aaalk]; L4=limit{c[k], k, inf);
(%o016) aaay :=%

33 4

aaay

(%017) ¢ :=

(%018) L4=1

Observeu, doncs, que el resultat obtingut és el mateix tot i que les séries tenen diferent
caracter (la primera és convergent i la segona divergent).
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Exemple 05-2.4 (La série exponencial). El nombre e es pot definir com suma d’una
série de termes positius:

La implementacio dels calculs amb wxMaxima és la segiient:

(%il) e[k]:=1/k!;

1
o —
(%o01) e »

(%i2) makelst(e[k], k, 0, 10);

111 1 1 1 1 1 1
(%02) [1,1,=,=,—,— ]

(%i3) E[n]:=sum(e[k], k, 0, n);

n

(%03) E,:= > ey

k=1

(%i4) makelst(E[n], n, 0, 5);
3 8 62 163
o - = -
(’{004] [lr2r2r3r24r 50 ]
(%i5) makelst(E[n], n, 0, 5), numer;
(%05) [1,2,2.5,2.666666666666667 ,2.708333333333334, 2.716666666666667 |
(%i6) sum(1/k!, k, 0, inf)=%e;

=

E 1
(':'fnﬂﬁ) F= Yoe

k=10

Sabent que la série és convergent, calcularem un parell de sumes “grans” i compararem
els resultats:

(%i7) n:20; E[n],numer; E[n+1],numer;
(%07) 20

(%08) 2.718281828459046

(%09) 2.718281828459046

Amb aquesta informacid, es pot escriure 1’aproximacio del nombre e:
e=2.718281828459046+107".
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05-3.- Séries alternades. Convergéncia absoluta i convergeéncia
condicional

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-3.wxm.

Si a, 20, s’anomenen series alternades les que tenen la forma

2D, 5 D(-D"a,

nzl n2l
En wxMaxima es pot veure aquesta definicid de la manera segiient; de la primera:

(%il) makelist((-1)"k*alk], k, 1, 6);
(%o01) [-a,,38;,-35,384,-35, 3¢ ]

(%i2) S[n]:=sum((-1)"k*alk], k, 1, n);
S[1]; S[2], S[3];, S[4];
n

(%02) SH::Z{—ljk a

k=1
(%e03) -3,
(%o04) a5-34
(%05) -a;+a5-a;

(%o060) a4-a3+ay-34
I ara de la segona:

(%i7) makelist{(-1)~(k+1)*a[k], k, 1, &);
(%07) [ay,-35, 33, -84, 35, - 3]

(%i8) TInl:=sum((-1)"~(k+1)=alk], k, 1, n};
T[1]; T[2]; T[3];, T[4];
n

(%08) TH:ZZ{_H‘HI a

k=1
(%09) a4
(%010) 2, -a
(%e011) a5-a; + a4
(%012) -a4+ag-a;+a
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En el primer cas, les sumes parcials d’index parell formen una successid monotona
decreixent 1 les d’index senar una successi® monotona creixent. En el segon cas, la
situaci6 és justament la contraria. El criteri de convergeéncia que s’aplica en el cas de les

series alternades és I’anomenat criteri de Leibniz, segons el qual si la successio (a,) €s

un infinitésim 1 monotona decreixent, aleshores les séries alternades definides abans son
convergents.

Vegem-ne un exemple.

Exemple 05-3.1. Es consideren la série alternada Z(—l)"l. Es tracta d’una serie
n

nzl

convergent, ja que la successio (— compleix les condicions del criteri de Leibniz.
n

Definim la sé€rie amb wxMaxima:

(%i1) alkl:=((-1)"~k)/k;

(%e01) a, ::ﬂ
k
(%i2) '(an)=makelst{a[k], k, 1, 10);
111 11 11 11
(D"{UDEJ dn =[_1.r_.r Y P Y Y __.r_]
234 56 78 910
(%i3) Aln]:=sum(a[k], k, 1, n);
n
(%03) A := ay
k=1

(%i4) '(An)=makelst(A[n], n, 1, 10);
S 7 47 37 319 533 1879 1627

1
%o04) An=[-1,—, —, —, —, —, —, — —— ——
( ) [-1, 2" 6" 12" a0" s0" 420" 840" 25207 2520

Ara veiem les primeres sumes parcials d’index parell i d’index senar:

(%i5) makelst(A[2*n], n, 1, 6);

(%05) [ 1 7 37 533 1627 18107
o0 T T T
2" 12" 0" san’ 25207 27720

(%i6) makelist(A[2*n-1], n, 1, 6);

o 5 47 319 1879 20417
("{006] [_l.r__.r_—r—_.r_ ro
6 60 420 2520 27720

Per poder estudiar la monotonia, seria millor tenir els valors numerics d’aquestes sumes
parcials:
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-

(%i7) float(A[1]
float{A[ 5]
(%07) -1.0
(%08) -0.83333333333333
(%09) -0.78333333333333
_ (%010) -0.75952380952381
(%i11) float(A[2]);  float(A[4]);
float(A[6]);,  float{A[8]);
(Y%011) -0.5
(%0012) -0.58333333333333
(%013) -0.61666666666667
(%014) -0.63452380952381

float(A[3]);
float(A[7]

[y

Es pot intuir que les sumes parcials d’index parell formen una successi6 monotona
decreixent i les d’index senar una successid6 monotona creixent. Com €s conegut, es pot
determinar un interval en el qual hi hagi la suma de la série, calculant sumes parcials
d’ordre superior.

Comencarem per obtenir unes quantes sumes parcials d’index parell i després unes
altres d’index senar:

. (%il5) A[100],numer; A[102],numer;
A[1000],numer;  A[1002],numer;
(Y%015) -0.6881721793102
(%016) -0.68826924784058
(%017) -0.69264743055982
(%0018) -0.69264842756681
- (%i19) A[101],numer; A[103],numer;
A[1001],numer;  A[1003],numer;
(%019) -0.6980731694092
(%0020) -0.69797798570466
(%021) -0.69364643155882
(%022) -0.69364543653989

Per tant, es pot afirmar que la suma de la série es troba a I’interval ]—0.693, - 0.692[ .

Convergencia absoluta.- La convergencia absoluta d’una série numeérica Zan fa

n2l

, verificant-se que la

referéncia a la convergéncia de la série de termes positius Z

n2l

an

convergencia absoluta implica la convergencia (ordinaria).
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El reciproc no €s cert i pot ser que una serie Zan sigui convergent i no ho sigui

n21
absolutament; en aquest cas es diu que la série €s condicionalment convergent. Per
exemple, la série estudiada a I’Exemple 05-3.1 és condicionalment convergent.
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05-4.- Séries de potencies

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-4.wxm.

Si (a,) és una successié numérica, x € R és un nombre real qualsevol i x, € R és un

nombre real fix, s’anomena s€rie de poténcies centrada en x, a la série Zan (x—x,)".

n=0
Si x, =0 la série a x" s’anomena centrada a I’origen, que acostuma a ser el cas més
0 n 9
n=0

freqiient.

El caracter d’una série de poténcies depén de la successio (an) i del nombre x e R, de

. . . T 1/n .
la manera segiient: si es designa per L = %12 a,| escompleix

* Si L=0 lascrie és convergent peratot xcR;
* Si L=+ laserie és convergent noméssi x=0;
e Si 0<L<+oo la serie és absolutament convergent en I’interval ]x0 -R,x,+ R[,

essent R=1/L.

El nombre real R > 0 s’anomena radi de convergencia de la série de poténcies. En els
punts x=x,—R,x=x,+R cal estudiar la convergencia de la serie numerica

corresponent. El conjunt de punts en els quals la série és convergent s’anomena domini
de convergencia. Val a dir que en ocasions es pot calcular més facilment el limit

an+1

. , . . . . . . . 1/n C .,
; s1 aquest limit existeix, aleshores coincideix amb hm|an| . Definicio

n-o

L =lim

n

d’una serie de potencies centrada en x, amb wxMaxima:

(%i1) makelist(a[k], k, 1, 5);
(%e01) [3y,25,85,84, 35 ]
(%i2) makelist(a[k]*(x-x0)"k, k, 1, 5);
(%02) [a; (x-x0), a5 (K—KD)2,33 (x—xli}]l3,a4 (x—x[}]ld' , 85 (x—xD}E]
(%i3) s[k]:=a[k]*(x-x0)"k;
(%03) s, :=ay (x—xt}]k
(%i4) S[n]:=sum(s[k], k, 0, n);
n

(%o04) S, := Sk

k=1

18 Tema 5: Séries numeriques




(%i5) S[0]; s[2]; s[4];
(%e05) a;
(%006) a; (x-x0)+a (x—xt}}2+an

(%007) a; (x-x0)+a, {x—x[}}4+a3 {}c—x[}}3+32 (}c—}c[}]2+

Definici6 d’una série de poteéncies centrada a 1’origen amb wxMaxima:

(%i8) makelist(b[k], k, 1, 5);
(%08) [by,by,by, by, bs]
(%i9) makelst(x™k, k, 1, 5);
(%09) [x,xz;x3m4;x5]
(%i10) t[k]:=b[k]*x"k;
(%e010) t. :=by x¥
" (%i11) T[n]:=sum(t[k], k, 0, n);

n

(%011) T := E t

k=0
(%i12) TIOL;,  TL2L; T[4
(%012) b,
(%013) by x2+b; x+by

(%014) by x* +by x> +by x2+by x+

1
Exemple 05-4.1. Es considera la série de poténcies Z—x". En primer lloc la

n20

definirem amb wxMaxima:

(%il) a[k]:=1/k!; s[k]):=a[k]*x"™k; makelist(s[k], k, 1, 10);
(%e01) @ :=—

(%002) s :=ay XK

%03) | xz S S N 10 ]
003) [X,—,—
"6 '24"120" 720" 5040" 40320 362880 3628800
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(%i4) S[n]:=sum(s[k], k, 0, n);

M

(%o04) S, := E Sk

k=1

(%i5) makelist(S[n], n, 0, 5);
2 3 %2

* }{4 }{3 }{2 }{5 }{4 }{3 }{2
(%05) [1,x+ 1,?+ X+ 1,?+

—+x+1,—+—+—+x+1,—+—+—+—+x+1]
2 24 6 2 120 24 6 2

Ara determinarem el seu domini de convergencia:

(%i6) b[kl:=(alk])"(1/k);
(lim(b[k])) = limit(b[k], k, inf);

(%o06) by, :=a¢Jfk
(%07) im(b,)=0

Per tant, la série €s absolutament convergent per a tot nombre real (radi de convergencia
infinit).

Exemple 05-4.2. Es considera la seérie de poténcies Zn!x". En primer lloc la

n20

definirem amb wxMaxima;:

(%il) a[k]:=k!; s[kl:=alk]*x™k;
(%01) a, :=k!
(%002) s, =7y x*
(%i3) makelist(s[k], k, 0, 5);
(%03) [1,x,2x%,6x°,24x*,120x7]
(%#) S[n]:=sum(s[k], k, 0, n);  S[0]; s[2); S[4]; S[&];

n

(%o04) S := E Sk

k=10
(%o05) 1
(%06) 2 X% +x+1
(%07) 24 x*+6 x* +2 x%+x+1
(%08) 720 x®+120 x° + 24 x* +6 x> +2 x2+x+1

Ara determinarem el seu domini de convergencia:
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(%i19) b[kl:=(alkl)"(1/k);
(lim(b[k])) = L : limit(b[k], k, inf);

(%e09) by, :=a¢Jfk
(%010) Im(by )==
' (%il1) R=1/L;
1
(%011) R=—

Per tant, la série és convergent inicament a I’origen (radi de convergéncia nul).

1
Exemple 05-4.3. Es considera la série de poténcies Z—x" :
n=0 1

(%il) a[kl:=1/k;  s[k]:=a[k]*x"k;

1
(%e01) a, =1

(%e02) s, :=ay x*
(%i3) makelist(s[k], k, 1, 10);

. %2 %3 %% x5 xB w7 B x3 x10
(03) x5 s e T s s
(%) S[n):=sum(s[k], k, 1, n);
n
(%o04) S, := E Sk
k=1

(%i5) makelist(S[n], n, 1, 5);

Xz X3 Xz X4 X3 Xz XE X4 X3 Xz
(%05) [x,—+X,—+—+X,—+—+—+xX,—+—+—+—+x]

2 3 2 4 3 2 5 4 3 2

Ara determinarem el seu domini de convergencia:

(%ib) b[k]:=(a[k])~(1/k);
(im(b[k])) = L: lmit(b[k], k, inf);
R=1/L;

(%006) by, ::aéJrk
(%07) im(b,)=1
(%08) R=1

Tema 5: Séries numeriques 21



Per tant, la scrie és absolutament convergent a I’interval ]—1,1[. En els punts

x =-1, x =1 les seéries numeriques corresponents son divergents.

1
Exemple 05-4.4. Es considera la seérie de poténcies Z—zx". En primer lloc la

n20

definirem amb wxMaxima i finalment determinarem el seu domini de convergencia:

(%il) a[k]:=1/k"2; s[kl:=alk]*x"™k;
(%o01) a, :=—

(%02) s, :=a X
(%i3) makelist(s[k], k, 1, 10);
%2 %3 %t x5 xB 5T xB x93 y10

(%03) [x ———————— —]
"9 "16"25'36"40 64" 81" 100

(Yai4) 5[n_::5um(5[k_, k, 1, n);

n
(%o04) S, := E Sk
k=1
(%i5) makelist(S[n], n, 1, 5);
2 X3 }{2 X4 X3 }{2 XE XJ} }{3 Xz
(%05) [x, St X et A +x]
2 4 "1 9 4 "'25 18 9 4

(%0i6) b[k_:=(a[k:]‘“(1ﬁk];
(im(b[Kk])) = L : imit(b[K], k, inf);
R=1/L;

(%06) by :=a}'®
(%07) im(b,)=1
(%08) R=1

Per tant, la série és absolutament convergent a I’interval ]—1,1[. En els punts
x=-1, x=1 les series numeriques corresponents son convergents. En definitiva, el
domini de convergencia de la série és I’interval [—1, 1] .
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