
 

 

 
 
 

 

Tema 5 

Sèries numèriques 

 

 
 
 
Objectius 

1. Definir sèries amb wxMaxima. 
2. Calcular sumes parcials d’una sèrie. 
3. Interpretar la definició de suma d’una sèrie. 
4. Calcular la suma d’una sèrie geomètrica. 
5. Calcular la suma d’una sèrie telescòpica. 
6. Aplicació pràctica dels criteris de convergència per a sèries de termes positius. 
7. Aplicació pràctica del càlcul del domini d’una sèrie de potències. 

 
Continguts 

05-1.  Definició de sèrie. Exemples.  
05-2.  Sèries de termes positius. 
05-3.  Sèries alternades. Convergència absoluta i convergència condicional. 
05-4.  Sèries de potències. 
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05-1.-  Definició de sèrie. Exemples 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-1.wxm.  
 
Si  ( )n n

a
∈ℕ
  és una successió numèrica, s’anomena suma parcial n-èsima a  

 

1 2 ,n nA a a a n= + + + ∈⋯ ℕ  

 
La successió de sumes parcials  ( )n n

A
∈ℕ

  s’anomena sèrie associada a la successió 

( )n n
a

∈ℕ
 i s’acostuma a designar  

1
n

n

a
≥
∑ . Si aquesta successió de sumes parcials, és a dir 

la sèrie, és convergent, el seu límit s’anomena suma de la sèrie i es designa  
1

n

n

a
+∞

=
∑ .  

 
Per definir una sèrie numèrica amb wxMaxima cal fer servir una lletra d’índex diferent 
en la successió inicial i en la successió de sumes parcials. 
 
 
Exemple 05-1.1. Vegem la definició d’una sèrie amb wxMaxima. La sèrie numèrica és 

2
1

1

1n n≥ +∑ . Observeu que cal fer servir un índex de suma diferent per a la successió i per 

a les sumes parcials: 
 

 

 

 
 
Es poden obtenir els primers termes de la successió de sumes parcials: 
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També es poden obtenir termes qualssevol de la successió de sumes parcials: 
 

 

 

 
 
Observi’s el poc interès que té la resposta en els casos de les sortides (%o6), (%o8) i 
(%o10). 
  
La suma de la sèrie no es pot calcular de manera similar al límit d’una successió. Així,  
si s’escriu en el programa el càlcul del límit s’obté el resultat: 
 

 
 
Es podria pensar que la instrucció a aplicar és la que podria calcular la “suma infinita”, 
és a dir: 
 

 
 
El resultat mostra clarament que això no és així i que el programa no fa cap càlcul. Per 
tant, caldrà aplicar altres metodologies per calcular la suma d’una sèrie, en el cas en què 
això sigui possible, és a dir, quan la sèrie és convergent i es coneix una expressió de la 
seva suma. 
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La condició necessària de convergència estableix que per a que una sèrie 
1

n

n

a
≥
∑  pugui 

ser convergent, la successió inicial ha de ser un infinitèsim i en cas de no ser-ho, la sèrie 
és divergent. Vegem-ne un exemple. 
 
 
Exemple 05-1.2.- Si es considera la successió amb  ( 1)nna = − , es veu immediatament 

que la successió de sumes parcials no és convergent: 
 

 

 
 
 
Exemple 05-1.3  (La sèrie geomètrica). Si x és un nombre real qualsevol i es considera 

la successió de les seves potències d’exponent natural  ( ) ( )2

0
1, , ,..., ,...n n

n
x x x x

≥
= , la 

sèrie associada a aquesta successió s’anomena sèrie geomètrica. Aquesta sèrie és 

convergent si i només si, es compleix  1x <  i la suma de la sèrie és  
1

1
X

x
=

−
.  

En efecte: 
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Per exemple, si 
1

2
x =  la sèrie geomètrica és convergent: 

 

 

 

 

 

 
 
Si la suma comença en un nombre 0 0n > , per calcular la suma de la sèrie geomètrica 

cal “descomptar” els primers 0n  termes; per exemple: 
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Exemple 05-1.4  (Sèries telescòpiques). S’anomena sèrie telescòpica a la associada a la 
successió de diferències d’una successió numèrica, és a dir, la sèrie 

1
n

n

a
≥
∑   si  

1n n na b b += − . Si la successió  ( )nb  és convergent, la sèrie telescòpica és convergent i la 

seva suma és: 

( )1 1
1

limn n

n

a b b
+∞

+
=

= −∑  

Així, per exemple, la sèrie 
1

1

( 1)n n n≥ +∑   és telescòpica, ja que  
1 1 1

( 1) 1n n n n
= −

+ +
. Atès 

que  
1

lim 0
1n

  = + 
, la sèrie telescòpica és convergent. Vegem els càlculs amb 

wxMaxima: 
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05-2.-  Sèries de termes positius 
 
Una sèrie numèrica 

1
n

n

a
≥
∑  es diu de termes positius si es compleix 0na ≥ , per a tot 

1n ≥ . En aquest cas, la successió de sumes parcials és monòtona creixent i, per tant, la 
sèrie és convergent si la successió de sumes parcials és fitada superiorment. 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-2.wxm.  
 
 
Exemple 05-2.1 (La sèrie harmònica). Un exemple molt conegut de sèrie de termes 

positius és l’anomenada sèrie harmònica  
1

1

n n≥
∑  que, malgrat que la successió base és un 

infinitèsim, resulta que és divergent. Vegem alguns càlculs amb wxMaxima: 
 

 
 
Una manera d’obtenir una certa aproximació de la suma, cas de ser finita, és calcular 
alguns termes amb índex “gran” de la successió de sumes parcials; per exemple: 
 

 
 
Aquesta resposta, tal com s’ha vist a l’apartat anterior, no és gens fàcil d’interpretar 
numèricament; sembla doncs que cal demanar al programa que ens doni la representació 
decimal d’aquestes sumes parcials. Aprofitem per incrementar sensiblement l’índex: 
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Com que hi ha una diferència significativa entre aquests resultats, en calculem un parell 
més: 
 

 
 
Això no dóna informació concloent en aquest cas; només es pot intuir que la suma és 
cada vegada més gran i que no sembla estabilitzar-se. Més endavant veurem casos en 
què sí en podrem treure conclusions més precises. Finalment, només ens queda il·lustrar 
el resultat ja conegut: que la suma de la sèrie harmònica no és finita, és a dir: 
 

 
 
 

Les sèries de termes positius 
1

1
p

n n≥
∑  s’anomenen harmòniques generals o de Riemann. 

Aquestes sèries són convergents si i nomes si, es compleix 1p > . Per exemple si 2p =  
resulta: 
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Per tant, atès que la sèrie és convergent, es pot afirmar que la suma de la sèrie és 
aproximadament -41.6448 10± . 
 
 
Exemple 05-2.2 (Criteri de l’arrel o de Cauchy). Si  

1
n

n

a
≥
∑  és una sèrie de termes 

positius, aquest criteri es basa en el càlcul del límit 
 

( )1/lim
n

A n
n

L a
→∞

=  

 
Si es compleix  0 1AL≤ < , la sèrie és convergent, si 1AL >  la sèrie és divergent i si val 
1 no es pot concloure res per aplicació d’aquest criteri. Considerem la sèrie numèrica  
 

1 2 1

n

n

n

n≥

 
 + 

∑  

 
La introduirem al programa wxMaxima i calcularem el límit que estableix el criteri de 
l’arrel: 
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Amb aquest resultat es pot concloure que la sèrie és convergent. 
 
 
Exemple 05-2.3 (Criteri del quocient o de D’Alembert). Si  

1
n

n

a
≥
∑  és una sèrie de 

termes positius, aquest criteri es basa en el càlcul del límit 
 

1lim n
Q

n
n

a
L

a

+

→∞
=  

 
Si es compleix  0 1QL≤ < , la sèrie és convergent, si 1QL >  la sèrie és divergent i si val 

1 no es pot concloure res per aplicació d’aquest criteri. Considerem la sèrie numèrica 
 

1 2 1

n

n

n

n≥

 
 + 

∑  

 
La introduirem al programa wxMaxima i calcularem el límit que estableix el criteri. 
Obtenim: 
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Per tant, la sèrie és convergent. Observeu que el càlcul d’aquest límit sense l’ajut del 
programa no és senzill. A títol de comprovació del que s’ha dit sobre aquest criteri, 
apliquem-lo a les sèries harmòniques vistes a l’Exemple 05-2.1: en el primer cas resulta 
 

 
 
En el segon cas, resulta: 
 

 
 
Observeu, doncs, que el resultat obtingut és el mateix tot i que les sèries tenen diferent 
caràcter (la primera és convergent i la segona divergent). 
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Exemple 05-2.4 (La sèrie exponencial). El nombre e es pot definir com suma d’una 
sèrie de termes positius: 

0

1

!n

e
n

∞

=
=∑  

 
La implementació dels càlculs amb wxMaxima és la següent: 
 

 

 

 

 

 

 
 
Sabent que la sèrie és convergent, calcularem un parell de sumes “grans” i compararem 
els resultats: 
 

 
 
Amb aquesta informació, es pot escriure l’aproximació del nombre e: 

142.718281828459046 10e −= ± . 
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05-3.-  Sèries alternades. Convergència absoluta i convergència 

condicional 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-3.wxm.  
 
Si 0na ≥ , s’anomenen sèries alternades les que tenen la forma 

 

1

( 1)n n

n

a
≥

−∑   ;   1

1

( 1)n n

n

a+

≥

−∑  

 
En wxMaxima es pot veure aquesta definició de la manera següent; de la primera: 
 

 
 
I ara de la segona: 
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En el primer cas, les sumes parcials d’índex parell formen una successió monòtona 
decreixent i les d’índex senar una successió monòtona creixent. En el segon cas, la 
situació és justament la contrària. El criteri de convergència que s’aplica en el cas de les 
sèries alternades és l’anomenat criteri de Leibniz, segons el qual si la successió ( )na  és 

un infinitèsim i monòtona decreixent, aleshores les sèries alternades definides abans són 
convergents.  
 
Vegem-ne un exemple. 
 

Exemple 05-3.1.  Es consideren la sèrie alternada 
1

1
( 1)n

n n≥

−∑ . Es tracta d’una sèrie 

convergent, ja que la successió 
1

n

 
 
 

 compleix les condicions del criteri de Leibniz. 

Definim la sèrie amb wxMaxima: 
 

 

 

 

 
 
Ara veiem les primeres sumes parcials d’índex parell i d’índex senar: 
 

 

 
 
Per poder estudiar la monotonia, seria millor tenir els valors numèrics d’aquestes sumes 
parcials: 
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Es pot intuir que les sumes parcials d’índex parell formen una successió monòtona 
decreixent i les d’índex senar una successió monòtona creixent. Com és conegut, es pot 
determinar un interval en el qual hi hagi la suma de la sèrie, calculant sumes parcials 
d’ordre superior.  
 
Començarem per obtenir unes quantes sumes parcials d’índex parell i després unes 
altres d’índex senar: 
 

 
 
Per tant, es pot afirmar que la suma de la sèrie es troba a l’interval  ] [0.693, 0.692− − . 

 
 
Convergència absoluta.- La convergència absoluta d’una sèrie numèrica 

1
n

n

a
≥
∑  fa 

referència a la convergència de la sèrie de termes positius  
1

n

n

a
≥
∑ , verificant-se que la 

convergència absoluta implica la convergència (ordinària).  
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El recíproc no és cert i pot ser que una sèrie 
1

n

n

a
≥
∑  sigui convergent i no ho sigui 

absolutament; en aquest cas es diu que la sèrie és condicionalment convergent. Per 
exemple, la sèrie estudiada a l’Exemple 05-3.1 és condicionalment convergent. 
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05-4.-  Sèries de potències 
 
Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_05-4.wxm.  
 
Si ( )na  és una successió numèrica, x∈ℝ és un nombre real qualsevol i 0x ∈ℝ és un 

nombre real fix, s’anomena sèrie de potències centrada en 0x  a la sèrie 0
0

( )nn

n

a x x
≥

−∑ . 

Si 0 0x =  la sèrie 
0

n

n

n

a x
≥
∑  s’anomena centrada a l’origen, que acostuma a ser el cas més 

freqüent. 
 
El caràcter d’una sèrie de potències depèn de la successió ( )na  i del nombre x∈ℝ , de 

la manera següent:  si es designa per  
1/

lim
n

n
n

L a
→∞

=  es compleix 

 
• Si  0L =   la sèrie és convergent per a tot x∈ℝ ; 
• Si  L = +∞   la sèrie és convergent només si  0x = ; 
• Si  0 L< < +∞   la sèrie és absolutament convergent en l’interval ] [0 0,x R x R− + , 

essent  1/R L= . 
 
El nombre real  R > 0  s’anomena radi de convergència de la sèrie de potències. En els 
punts 0 0,x x R x x R= − = +  cal estudiar la convergència de la sèrie numèrica 

corresponent. El conjunt de punts en els quals la sèrie és convergent s’anomena domini 
de convergència. Val a dir que en ocasions es pot calcular més fàcilment el límit 

1lim n

n

a
L

a

+= ; si aquest límit existeix, aleshores coincideix amb 
1/

lim
n

n
n

a
→∞

. Definició 

d’una sèrie de potències centrada en 0x  amb wxMaxima: 
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Definició d’una sèrie de potències centrada a l’origen amb wxMaxima: 
 

 

 

 

 

 
 
 

Exemple 05-4.1.  Es considera la sèrie de potències  
0

1

!
n

n

x
n≥

∑ . En primer lloc la 

definirem amb wxMaxima: 
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Ara determinarem el seu domini de convergència:   
 

 
 
Per tant, la sèrie és absolutament convergent per a tot nombre real (radi de convergència 
infinit). 
 
 

Exemple 05-4.2.  Es considera la sèrie de potències  
0

! n

n

n x
≥
∑ . En primer lloc la 

definirem amb wxMaxima: 
 

 

 

 
 
Ara determinarem el seu domini de convergència:  
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Per tant, la sèrie és convergent únicament a l’origen (radi de convergència nul). 
 
 

Exemple 05-4.3.  Es considera la sèrie de potències  
0

1 n

n

x
n≥

∑ :  

 

 

 

 

 
 
Ara determinarem el seu domini de convergència: 
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Per tant, la sèrie és absolutament convergent a l’interval ] [1,1− . En els punts 

1, 1x x= − =  les sèries numèriques corresponents són divergents. 
 
 

Exemple 05-4.4.  Es considera la sèrie de potències  2
0

1 n

n

x
n≥

∑ . En primer lloc la 

definirem amb wxMaxima i finalment determinarem el seu domini de convergència: 
 

 

 

 

 

 
 
Per tant, la sèrie és absolutament convergent a l’interval ] [1,1− . En els punts 

1, 1x x= − =  les sèries numèriques corresponents són convergents. En definitiva, el 

domini de convergència de la sèrie és l’interval [ ]1,1− . 
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