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04-1.- Definicio de successions. Operacions amb successions

Els calculs corresponents a aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_04-1.wxm.

La manera habitual d’expressar una successié és mitjancant una funcié de variable
discreta, ¢és a dir, una funci6 definida com una aplicaci6 del conjunt dels nombres
naturals en un subconjunt dels nombres reals, tal que a cada nombre natural n € N se li

assigna un tnic nombre real x, € R . La notacid habitual per a designar una successio és

(xn) o simplement (x ) El nombre real x, s’anomena terme general o terme n-
neN n n

ésim de la successio.

La sintaxi per a definir una successi6 amb wxMaxima és senzilla; cal assignar una
denominaci6 al terme general de la successid i escriure a continuacidé 1’expressid

2n—1
3n+2

d’aquest terme en funcidé del nombre natural n; per exemple, la successio [

neN
es defineix mitjangant:

(%i1) s01[n]:=(2*n-1)/(3*n+2);

Z2n-1

(%01) s01,:=

in+2
Es poden obtenir alguns termes de la successio, explicitant el nombre natural antiimatge
del terme de la successio; per exemple, els cinc primers termes de la successio anterior
son:
(%i2) s01[1];  s01[10]; s01[207];
(%02) =
]

19
(%03) —
32

34
%04) —
(%04) =

Si es vol obtenir una llista amb uns quants termes de la successio, aixo es pot obtenir
mitjangant la instruccio “makelist”, que es pot concretar amb la instruccio “numer” per
indicar que es volen els termes en representacid decimal; aixi, per exemple:

(%i5) makelist(s01[n], n, 1, 10);

(%i6) makelist(s01[n], n, 1, 5),numer;
(%06) [0.2,0.375, 0.45454545454545 , 0.5, 0.52941176470588 ]
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Altres exemples de successions i la seva definici6 amb wxMaxima:

(%i7) s02[n]:=sin(1/n);
(%07) s02,, ::sin&)
(%i8) makelist(s02[n], n, 1,5);
, Yy 1y {1y (1
(%o08) [sin(1), 5|nl£} 5|n15), 5'”{;} 5|nl£)]
(%i9) s03[n]:=sin(n);
(%e09) s03,:=sin(n)
(%i10) makelist(s03[n], n, 1, 5);
(%010) [sin(1),sin(2),sin(3),sin(4),sin(5)]
 (%i11) s04[n]:=(-1)"n;
(%011) 504, :=(-1)"
© (%i12) makelist(s04[n], n, 1, 5);
(%012) [-1,1,-1,1,-1]
' (%i13) s05[nl:=(-1)*n/n;
(-1)"
n

(%013) s05,:=

(%i14) makelst(s05[n], n, 1, 5);
1 11 1
[n) _ —_ e —
(’{0014][ lrzr 374" 5]
(%i15) s06[n]:=n"2;
(%015) 506, :=n>
© (%i16) makelist(s06[n], n, 1, 5);
(%016) [1,4,9,16,25]
(%il7) s07[n):=-n"2+3;
(%017) s07,:=-n?+3
" (%i18) makelist(s07[n], n, 1, 5);
(%018) [2,-1,-6,-13,-22]
(%i19) s08[n]:=1+(-1)"n/n;

(-1)"
(%019) s08,:=1+ -

(%i20) makelst(s08[n], n, 1, 5);

32514

u] —_ = =
(%020) [0,/
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Una altra manera de definir o expressar una successio €s per recurréncia, que consisteix
en donar una expressio del valor del terme general en funcid d’un o més termes
anteriors 1 concretar els valors inicials que calen per tenir correctament definida la
successio. Una successio definida aixi es diu recurrent o definida per recurréncia.

Per exemple, la successio definida per recurréncia mitjancant:
x =3
x,=42+x,_, Un=2

es defineix amb wxMaxima de la forma segiient:

. (%i21) s10[1]):35 s10[n]:=sgrt(2+s10[n-1]);
(%0022) 510, :=4/2+510, 4

" (%i023) makelist(s10[n], n, 1, 5);

(%023) [3,4/5 AN5 42 A5 +2+2 A5 +242 +2]

Un altre exemple de successio recurrent: la successio definida per:

En wxMaxima es defineix mitjangant:

- (%i24) s12[1]:35 s12[n]:=(1/2)*(s12[n-1]+3/s12[n-1]);

1| 3
(%025) s12,, :=EI“512“-1+m]
" (%i026) makelist(s12[n], n, 1, 5);
797 18817

a —_
(%026) [3, 2,71 551 T0aea

I ara un classic d’aquest tipus de successions: 1’anomenada successio de Fibonacci,
definida mitjangant:

n—-1°

x =1 x,=1
X, =x,_,+tx_, Un=23
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© (%i27) FIB[1]:1; FIB[2]:1; FIB[n]:=FIB[n-1]+FIB[n-2];
(%027) 1
(%028) 1
(%029) FIB,:=FIB, ; +FIB, ,

(%i30) makelist(FIB[n], n, 1, 10);
(%030) [1,1,2,3,5,8,13,21,34,55]

Es poden dur a terme operacions algebraiques amb successions, mitjangant operacions
amb els seus termes. Aquestes operacions son:

Suma / diferéncia: ( xn) +( yn) =( x, * yn)

Producte: (x,)-(7,) = (x,7,)

Producte per escalar: A(x)=(0x,), AeR

Quocient: x)/(y)=(x,/y,) vy, =0,YneN

La sintaxi per fer aquestes operacions amb wxMaxima ¢s senzilla: es defineix una nova
successio especificant les operacions i les successions que operen. A continuacio es
posen exemples de suma, diferéncia, combinacid d’aquestes operacions, producte i
quocient:

" (%i031) s20[n]:=s01[n]+s03[n];
(%e031) s20,:=s01, +5s03
" (%i032) makelist(s20[n], n, 1, 5);
%032) [sin(1)+, sin(2)+, Sin(3)+— sin(4) -+, sin(5)+—
(%032) [sin(1)+=, 5n(2)+=, Sin(3)+—, Sin(4) +—, sin(5)+—]
(%i33) s21[n]:=s01[n]-s03[n];
(%033) s21,:=s01,-s03
" (%i034) makelist(s21[n], n, 1, 5);
3

(%034) [é—sim(l],%—sin(EJ,E—sin(3],é—sin(‘l],%—sinﬁ)]

(%i35) s22[n]:=2*s01[n]+3*n*s02[n];
(%035) s22,:=2s01,+3 ns02,

(%i36) makelst(s22[n], n, 1, 5);
, 2 1} 3 (1)} 10 e (1) 18
(%036) [3sin(1)+—,6 5|n|—)+—F 9 sm|—)+—F 12 5|n| —)+ 1,15 5|n|—J+—]
5 2. 4 3 11 4 5. 17

(%i37) s23[n]:=s02[n]*s03[n];
(%037) s23,:=s02,, 503,
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(%038) [ sin( 1}2 , sini%) sin(2), 5|n|%) sin(3), sini}) sin(4), sm%) sin(5) ]

(%i39) s24[n]:=s05[n]/s06[n];
s05,
(%0039) 524, =

n

(%i38) makelist(s23[n], n, 1, 5);

(%i40) makelst(s24[n], n, 1, 5);
11 1 ]

1
i} - — e
(%040) -1, 505750 13

Amb wxMaxima es pot obtenir una representacio grafica dels punts (n, f (n)) d’una

successio, aspecte que pot ajudar a la seva interpretacio, si més no, en una primera
aproximacio. La sintaxi és la que es pot veure a continuacio i cal observar que s’han de
definir dues llistes, una primera pels valors successius dels nombres naturals (abscisses)
1 una segona per als termes corresponents de la successio (ordenades):

(%i41) N[n]:=n$%
_ List_0:makelist(N[n], n, 1, 40)%
(%i43) List_1:makelist(s01[n], n, 1, 40)%
wxplot2d([discrete, List_0,List_1], [style, [points, 2,1,1]], [xlabel, "], [ylabel, "] )3

0.65
06
055 "
05 t .
045  »
(%t44) 04 |
035
03 ¢t
025
02

'....Q----i----t-------..
..--!

E 3

Si la instruccié que s’aplica és, com en aquest cas, “wxplot2d”, el grafic s’enganxa a la
sortida. En canvi, si la instruccio és “plot2d”, aleshores la sortida és un grafic en un
format anomenat “gnuplot”, que és un estandard adoptat per wxMaxima; cal anar a la
part superior del grafic per modificar els parametres de la representacié grafica. Per
copiar-lo 1 enganxar-lo després en un document, cal situar el cursor a la part superior del
grafic, clicar amb el botd dret del ratoli, anar a “options” i seleccionar “copy to
clipboard”. Un cop fet aix0, cal anar al document i1 “enganxar” la imatge.

Un altre exemple. En aquest cas es tracta d’una successio de tipus “oscil-lant”:
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. (%6i45) List_2:makelist(s03[n], n, 1, 40)5

wxplot2d([discrete, List_0,List_2], [style, [points, 2,2,2]], [xlabel, "], [ylabel, "] )5
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Ara un exemple de successi6 divergent a +oo:

- (%i47) List_3:makelst(s06[n], n, 1, 40)3

wxplot2d([discrete, List_0,List_3], [style,[points, 2,3,31] , [xlabel, "], [ylabel, "] )35
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Ara un exemple de successi6 divergenta —oo:

- (%i49) List_4:makelst(s07[n], n, 1, 40)5

wxplot2d([ discrete, List_0,List_4], [style, [points, 2,4,4]] , [xlabel, "], [vlabel, "] )3
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I ara un exemple de successid convergent amb successions parcials de diferent
comportament en la monotonia:

(%0i56) List_5:makelist(s08[n], n, 1, 40)5
(%i51) List_5:makelist(s08[n], n, 1, 40)5
wxplot2d([discrete, List_0,List_5], [style, [points, 2,3,4]], [xlabel, "], [ylabel, "] )5

16
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En alguns casos, el terme general d’una successio conté un nombre de termes que depén
de I’index n; per exemple, la successio (a,) definida per

1 1 1

= + 4. 4 ,
\/n2+3 \/n2+6 \n*+3n

Per tant, el terme a, esta definit amb la suma de » nombres; per tant, cada terme conté

a nz1

un nombre de termes que depen de I’index n. Amb wxMaxima aquesta successio es
defineix mitjangant la sintaxi segiient:

- (%i53) a[n]:=sum(1/sgrt(n"~2+3%k), k, 1, n);
a[1]; al3]; al5];

(%053) a,:=

1
{':'1'5054] E

1 1 1

«JEJFH?JFH?

1 1 1

1 1
%056 bt +
(% ]«.13? A3d A3 240100 2407

(%055)
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Observeu que el programa escriu el terme n-¢sim efectuant operacions de reordenaci6 i
racionalitzant algunes de les expressions que apareixen. Per exemple:

(%i57) a[10];

1 1 1 1 1 1 1 1 11
(%057) -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ + +—
1307 AJ127 Af118 Af115 Af1007 AJ106 AJ103 24031 44f7 11
(%i58) a[20];

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(%058) + + + + + + + + + + + + + +
Al457 w454 451 <445 442 o430 4433 4430 AJ427 o421 AJ418 415 AJ409 406
1 1 1 1 1 1

+ + + + +
a0z’ 24f115 2+f100° 2+f106 2+(103° 847
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04-2.- Calcul del limit d’una successio.

Els calculs corresponents a aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_04-2.wxm.

Comengarem recordant la definicio de limit d’una successido de nombres reals. Es diu

que una successio (xn) té limit el nombre real L € R si qualsevol que sigui £ >0

neN
existeix n, € N, que depén de £, tal que peratot n>n, escompleix |xn —L| <E&.

Una successioé que té limit real es diu convergent; una successié que no té limit real es
diu divergent. La notaci6 habitual és lim(xn) =L obé (xn) — L. Les successions, en
relacio a si tenen o no limit, es classifiquen en:

- convergents, quan tenen limit real,

- divergents a infinit, quan el seu limit és +o0 o0 —oo.

- oscil-lants, quan no es compleix cap de les anteriors.

La interpretacié de la definicio de limit d’una successid €s prou coneguda: tots els
termes de la successio a partir del 7,-¢sim es troben en l'interval |L—&,L +¢&] .

Per comprovar que es compleix aquesta condicio i il-lustrar-ho adequadament, ho farem

. . 2n—1
amb un exemple. Considerem la successio de nombres reals (x”):[3n+2] 1
n neN

comprovem que €s convergent i de limit L =§. En primer lloc calculem la diferéncia

xn—L|:

(%i1) a[n]:=(2*n-1)/(3*n+2);
2n-1
in+2
(%i2) a[n]-2/3;
2n-1 2

a -
(%02) S 53

(%i3) ratsimp(a[n]-2/3);

(%01) a,:=

u] -
(%03) o775

(%H4) Difer1:~(ratsimp(a[n]-2/3));

o
(%04) o rTE

Per tant, s’ha de complir I’equivaléncia segiient:

+ —_
<& lUn>n, = &- 7 __DJen+6e 7>O Un >n,
On+6 On+6

In+6
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Aquesta condici6 equival a

9én+6£-7>0 - n>

Ara es tracta de definir les variables i aplicar el procediment amb wxMaxima; en podem
veure uns exemples d’algunes iteracions:

(%i5) epsion:0.01; n0:(7-6*epsion)/(9*epsion);
assume(n=n0); i5(7/(9*n+6)<epsion);
(%05) 0.01
(%o06) 77.11111111111111
(%07) [n>77.11111111111111]
(%08) true
(%i9) epsion:0.0001; n:(7-6*epsilon)/(9*epsion);
assume{n>n0); is{7/(9%*n+6)<epsion);
(%09) 1.0 107
(Yo0l0) 7777.11111141141
(%o011) [n>7777.11111111111]
_ (%012) true
(%i13) epsion:0.00000001; n0:(7-6*epsion)/(9*epsion);
assume(n=n0); i5(7/(9*n+6)<epsion);
(%013) 1.0 107®
(%o014) 7.7777777111111119 107

(%015) [n>7.7777777111111119 107 ]
(%016) true

Es pot anar disminuint el valor assignat a £ >0 1 verificant que es compleix la condicio
a partir d’un nombre natural que es va incrementant a mesura que &£ >0 va disminuint.

Quan es té definida una successié amb wxMaxima com una funcié de variable discreta,
una instruccio senzilla permet calcular el limit d’aquesta successio. Es tracta d’escriure:

limit(terme general de la successid, n, inf)

Vegem-ne alguns exemples.

., [ 2n—1 ]
Successio :
3n + 2 neN
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(%i1) a[n]:=(2*n-1)/(3*n+2);
(%o01) a, :§:+12
(%i2) '(lim{a[n])) = lmit(a[n], n, inf);

(%02) |im(an)=§

o s
Successio |sin|— :
n neN

(%i3) b[n]:=sin(1/n);
(%03) b, :=sinl ﬂ

(%i4) "(im{b[n])) = lmit(b[n], n, inf);
(%04) im(b,)=0

Successio <n2 +2n+ 1)

ne

(%i5) c[n]:=n"2+2%*n+1;

(%05) cn:=n2+2n+1

(%i6) (Im(c[n])) = lmit{c[n], n, inf);
(%e06) Im(c,)=c

Successio <—n2 +2n+ 1) .

ne

(%i7) d[n]:=-n"2+2%n+1;
(%e07) d, =-n?+2n+1
(%i8) "(lim{d[n])) = lmit{d[n], n, inf);
(%08) Im(d,)=-c
Successid <(— 1)")n6N:
(%i9) aa[n]:=(-1)"n;
(%009) aa, =(-1)"

. (%i10) (Im(aa[n])) = mit{aa[n], n, inf);
(%010) Im(aa,)=ind
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Observeu que en aquest cas el programa respon “ind” que significa que no es pot
calcular el limit, ja que aquest no existeix.

4

 (%il1) e[n]:=(1+1/n)"n;

Successio

neN

R
(%011) e, :=|11+F)

- (%i12) (Im(e[n])) = mit(e[n], n, inf);
(%012) Im(e,)=%e

Val la pena recordar que es compleix la propietat segiient: si (x,) — +o, aleshores es

X,
neN

compleix:

lim

A manera de comprovacio:

(%i13) x[n]:=(1+1/n"2)~(n"2);
2

."-' 1 n
(%013) x,, ::| l+ﬁ)

- (%i14) (Im(x[n])) = mit(x[n], n, inf);
(%e014) Im(x,)="%e
(%i15) y[n]:=(1+1/(3%n"2+5%n+4))~(3*n~ 2+ 5%n+4);
3n?+5n+4
(%015) y,,:=| 1+—]
L 3n?+5n+4
- (%i16) '(Im(y[n])) = mit{y[n], n, inf);
(%e016) Im(y,)="%e

Limit d’una successio recurrent.

Per calcular el limit d’una successié definida per recurréncia no es pot aplicar la sintaxi
anterior. En efecte, considerem la successio recurrent definida per:

x =3
x,=y2+x,_, Un=2

n-12
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Si la posem en sintaxi de wxMaxima i calculem el limit, obtenim la resposta segiient:

(%il) x[1]:3;
x[n]:=sqrt{2+x[n-1]);
(%o01) 3

(%002) x, =4 2+x, 4
(%i3) '(Im(x[n])) = mit(x[n], n, inf);
Maxima encountered a Lisp error:
Error in PROGN [or a callee]: Bind stack overflow.

Automatically continuing.
To enable the Lisp debugger set *debugger-hook* to 1

En aquest tipus de successions cal aplicar la metodologia segiient: demostrar que ¢€s
convergent aplicant els criteris de convergencia, habitualment, monotonia i fitacid.
Vegeu I’apartat segiient. Un cop s’ha demostrat que la successio €és convergent, cal
escriure I’equacié que ha de complir el limit, definida a partir de la féormula recurrent de
la successio; en aquest cas I’equacio6 és:

lim(x, ) =42+lim(x,_,) < L=+2+L

En wxMaxima la sintaxi €s la segiient:

(%i4) Eql:L=sgrt(2+L);
solve(Eql, L);

(%04) L=~/L+2
(%05) [L=~{L+2]

Com veiem, el programa no la pot resoldre en aquesta forma; cal escriure-la de la forma
seglient:

(%i6) Eq2:L~2=(2+L);
solve(Eq2, L);
(%06) LZ=L+2
(%o07) [L=2,L=-1]

Aplicant les propietats de la successio, es pot afirmar que no té sentit que el limit sigui
negatiu 1, per tant, deduim que L =2 .

Cal insistir en que aquesta metodologia tan sols és aplicable un cop s’ha demostrat que
la successio és convergent. Per exemple, si es considera la successio recurrent definida
per:
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x =1
x,=2x,_, +1, n=2

I es vol calcular el limit aplicant directament la metodologia descrita abans, es pot
concloure que lim(x,)=-1:

(%i8) y[1]:15
yvInl:=2%y[n-1]+1;
(%09) vy, =2y, 1 +1
(%i10) Eq3:L=2%L+1;
solve(Eq3, L);
(%o010) L=2L+1
(%o11) [L=-1]

Aquesta conclusié és evidentment falsa, ja que és immediat comprovar que
x,=2"-1, n21 i, per tant, que es compleix lim(x, ) =+oo.

En el cas de la successio de Fibonacci, definida per:
{xl =1 x,=1
x,=x,,+x,_, Un=3

és evident que es tracta d’una successio divergent a +oo . Als exercicis es proposa una
quiestio interessant en relacid a aquesta successio (vegeu exercici 04.10).
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04-3.- Formes indeterminades o indeterminacions

Els calculs corresponents a aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_04-3.wxm.

S’anomenen formes indeterminades o indeterminacions les successions construides amb
operacions entre altres successions, de manera que inicialment no es pot afirmar res
sobre el limit de la successid. Vegem uns exemples.

Exemple 04-3.1.- Considerem les successions numeriques:
X, =(n2 +1); 1, =(n2 —1); y2, =(n3 —1); ¥3,=(n-1)

Totes elles compleixen que tenen limit infinit. Calculem ara el limit de la successio
diferencia de la primera amb cada una de les altres:

(%il1) x[n]:=n"~2+1; v1i[n]:=n"2-1; vy2[n]:=n"3-1; v3[n]:=n-1;
(%e01) x, =n+1

(%002) y1, :=n®-1

(%03) v2, :=n3-1

(%e04) y3,:=n-1

(%i5) Li=lmit(x[n]-y1[n], n, inf);
L2=limit(x[n]-y2[n], n, inf);
L3=limit(x[n]-y3[n], n, inf);

(%05) L1=2

(Yo06) L2=-=
(%07) L3==

Com es veu, en cada cas dona un resultat diferent, de manera que d’entrada no es pot
afirmar res sobre quin sera el limit de la diferéncia de dues successions de limit infinit i,
per tant, aquesta diferéncia és una forma indeterminada.

Exemple 04-3.2.- Considerem les successions numeriques:

x":(n21+lj; y1n=(n2—1); y2n=(n3—1); y3n=(n—1)

La primera ¢és un infinitésim i les altres tres son infinits. Calculem ara el limit de la
successio producte de la primera amb cada una de les altres:
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(%il) x[n]:=1/(n"2+1); vyi[n]:=n"2-1;
yv2[n]:=n"3-1; v3[n]:=n-1;

(%o01) x,:=

n+1
(%e02) y1, :=n?-1
(%03) y2,, :=n?-1
(%e04) y3,:=n-1
(%i5) L1=lmit(x[n]*y1[n], n, inf);
L2=lmit(x[n]*y2[n], n, inf);
L3=lImit(x[n]*y3[n], n, inf);
(%05) L1=1
(%06) 12 ==
(%07) L3=0

Com es veu, en cada cas dona un resultat diferent, de manera que d’entrada no es pot
afirmar res sobre quin sera el limit del producte de dues successions essent la primera
un infinitésim i1 la segona un infinit i, per tant, aquest producte és una forma
indeterminada. A la Taula 04-1 hi ha les formes indeterminades o indeterminacions per
a successions numeriques i la metodologia de resolucio, cas que no es pugui obtenir el
limit amb wxMaxima.

Tipus d’indeterminacio Successions Forma indeterminada | Metodologia de
resolucio
00 — 00 ( xn) — +o0; ( yn) _ 400 lim( X, = yn) Multiplicar i dividir per

lasuma (x, +,)

0. 0 (a,) - 0;(x,) - +o lim(a,x,) Criteri de Stolz

0/0 (a,) - 0;(b) -0 lim(a, /b,) Criteri de Stolz

00/00 (x,) - 005 (y,) —» +o0 lim(xn / v,) Criteri de Stolz

1 (/]n) N (xn) — 400 lim(xn/\,,) Reduccid al nombre e
0 . . .
0 (an) - 0 (bn) -0 lim(anb”) Aplicar logaritmes i

després el criteri de Stolz

0 a) - 0:(x) > +oo . a, Aplicar logaritmes i
( ") 5 ( ") hm(xn ) després el criteri de Stolz

Taula 04-1. Formes indeterminades per a successions numeriques
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04-4.- Criteris de convergéncia i calcul de limits de successions
numeriques.

Els calculs corresponents a aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_04-4.wxm.

En aquest apartat es veuen alguns criteris de convergencia i metodes de calcul de limits
que s’apliquen més sovint en I’analisi de la convergencia i en el calcul de limits de
successions.

Exemple 04-4.1 (Criteri de compressio). Es considera la successio (a,),.y de nombres

neN
reals definida per:

1 1 1

= + +.ooo 4 ,
’ \/n2+3 \/n2+6 \n? +3n

Si la introduim en el programa wxMaxima i en volem calcular el limit obtenim:

n=1

a

(%il) a[n]:=sum(1/sqr{n"~2+3%k), k, 1, n);

n
1
(%e01) a,:= —_—
And+3k
k=1

(%i2) "(lim{a[n])) = lmit{a[n], n, inf);

0
1
(%02) im(a,)=lim —_—
" n-=m ~nd+3k
k=1

Per tant, no és possible fer el calcul d’aquest limit de la manera senzilla habitual.
Aleshores observem el segiient: d’una banda es compleix:

1 1 1 1 1 n
a, = + +... 4 < +...+ = =),
\/n2+3 \/n2+6 \/n2+3n \/n2+3 \/n2+3 \/n2+3
D’altra banda:
1 1 1 1 1 n
an = 2 = :xn

+ +...4 > +...+ =
\/n2+3 \/n2+6 \/n2+3n \/n2+3n \/n2+3n \/n2+3n

Ara podem calcular els limits d’aquestes successions amb wxMaxima:
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(%i3) x[n]:=n/sqrt(n"2)5

(%i4) "(im(x[n])) = lmit(x[n], n, inf);
(%e04) Im(x,)=1

(%i5) y[nl:=n/sgrt{n™2+3*n)5
(%i6) '(Iim{y[n])) = Imit{y[n], n, inf);
(%e06) Im(y,)=1

Per tant, per aplicaci6 del criteri de compressio, es compleix lim(a,)=1.

Exemple 04-4.2 (Teorema de la convergéncia monotona). Es considera la successio
(a,),.y denombres reals definida per:

a =3
a,=+2+a,,,n=2

Com abans, wxMaxima no dona el limit de la successio. En efecte:

(%il) a[1]:3; a[n]:=sgrt{2+a[n-1]);
(%o1) 3

(%02) a,:=42+a,_4

(%i3) makelst(a[n], n, 1, 5);

(%03) [3,5 N5 + 2 NAN5 +2 42 ANANE 4242 +2]
(%) (Im(a[n])) = imit{a[n], n, inf);
Maxima encountered a Lisp error:
Error in PROGN [or a calee]: Bind stack overflow.
Automatically continuing.
To enable the Lisp debugger set *debugger-hook® to

Calculem ara els primers termes d’aquesta successio:

(%i5) a[1];  a[2],numer;  a[3],numer;
a[4],numer;  a[5],numer;
(%05) 3
(%o06) 2.23606797749979
(Y%07) 2.058171027271492
(%08) 2.014490264873845
(%09) 2.0036192914009
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Aix0 permet intuir que la successid és monotona decreixent; en efecte, si se suposa que
a, >a,_, (hipotesi d’inducci6), aleshores es compleix 2+a, >2+a,, 1 per tant

\/2+an >\/2+an_1 , és a dir, a,,, >a,. Per tant, la successi6 (a,), €és monotona
decreixent. Per veure que és fitada inferiorment, és suficient observar que per definicid
de la successio es compleix que a, >0, Un =1. Per tant, la successio €s convergent, en

virtut del teorema de la convergéncia monotona. Ara ja es pot aplicar la metodologia de
calcul del limit:

' (%i10) Eq32:L=sqrt(2+L);
(%010) L=~fL+2

(%ill) Eq32a:L~2=L+2;
solve(Eq32a, L);

(%o011) LE=L+2
(%012) [L=2,L=-1]

En definitiva, es pot afirmar que lim(a,)=2.

Exemple 04-4.3 (Criteri de l’arrel n-¢sima). Es considera la successio (a,) de

neN
nombres reals definida per:

a, = (2n2 +1)1/n ,n1

Definim la successi6 amb wxMaxima i calculem els primers termes d’aquesta
successio:

(%i1) a[n]:=(2*n"2+1)"(1/n);
(%o01) a,:=(2 r12+1]1”I

(%ei2) [a[1], a[2],a[3],al4],a[5]];
(%02) [3,3,19%/3,331/4 511/57

(%i3) [a[1], a[2],a[3],a[4],a[5]], numer;
(%o03) [3,3,2.668401648721944, 2.39678172692843 , 2.19540189742749 ]

. . . a o
Si construim la successio (b,),.y amb b, =—=L es tindra:

n

(%i4) b[n]:=a[n+1]/a[n];

8 41

(%e04) by := n

I
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(%i5) makelist(b[n], n, 1, 5);
191/3 331/4 511/5 731/6
3 "191/37331/4" 51 1/5
(%i6) makelist{float(b[n]), n, 1, 5);
(%o06) [1.0,0.88946721624065, 0.89820875657021,0.91597907008453, 0.93119315475983 ]

(%05) [1,

Calculem ara el limit d’aquesta successio:

(%i7) "(lim{b[n])) = lmit(b[n], n, inf);
(%07) im(b,)=1

Per tant, es compleix lim(a, ) =1.

Exemple 04-4.4 (Criteri de Stolz). Es considera la successio (a,),.y de nombres reals
definida per:

log(n)
Definim en primer lloc la successi6 del numerador:

(%il) x[k]:=1/kS X[nl:=sum(x[k], k, 1, n);

n

(%02) X := E X

k=1

(%i3) makelst(X[n], n, 1, 10);

311 25 137 49 363 7ol 7129 7381
(%03) [1,2,—, = — =

Ara la successio del denominador i la successid quocient:

(%i4) Y[n]:=log(n);
a[n]:=X[n]/Y[n];
(%e04) Y :=log(n)

(%e05) a, :=Yﬁ

n

Calculem el limit d’aquesta successio:
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(%i6) '(im{a[n])) = lmit(a[n], n, inf);

n

>

(%06) im(a,) =n|_ir;’|:c oa(n)

Aquesta resposta del programa suggereix que no es pot calcular el limit de la manera

estandard. Aplicarem el criteri de Stolz, una vegada s hagi verificat que es compleixen
les condicions per a la seva aplicacio:

(%i7) xx[n]:=x[n+1]; ¥Y[n]:=Y[n+1]-Y[n];
makelist(aalk], k, 1, 4);
(%007) XX, :=Xq 41
(%08) YY, =Y, .1-Y,
o 30{.-'
(%009) aa, =

n

aa[n]:=xx[n]/YY[n];

(%010) [——, - ; - ; - ]
21log(2) 3 (log(3)-log(2)) 4 (log(4)-log(3)) 5 (leg(5)-log(4))

Ara calculem el limit d’aquesta successio:

- (%i11) (Im(aa[n])) = mit{aa[n], n, inf);
(%e011) Im(aa,)=1

Per tant, es compleix lim(a, ) =1.
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04-5.- Equivaléncia de successions

Els calculs corresponents a aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_04-5.wxm.

El concepte d’equivaléncia de successions i la seva aplicacio al calcul de limits es pot
veure a les referéncies, particularment a [BUO7] 1 [JBO1]. En aquest apartat es mostren
alguns exemples de successions equivalents i s’il-lustra I’aplicacié d’aquest concepte al
calcul de limits de successions.

Recordem que dues successions numeriques (a,),(b,) es diu que son equivalents, si, i

. ) . a ., . . .
només si, es compleix hmb—”=1. La notacié habitual per designar aquest fet és

n
2n . b = 2n+4
1 —_
3n+1 " 3n+7
equivalents. Si dues successions son convergents i equivalents, aleshores tenen el
mateix limit; el reciproc no €s cert, és a dir, dues successions poden ser convergents i
del mateix limit perd poden no ser equivalents, com per exemple les successions

_ 2n . _2n+4
a,=———1 b, =—; .
3n~ +1 3n" +7

son

(a,)~(b,). Per exemple, les successions numeriques a, =

La propietat més interessant a efectes practics de les successions equivalents és la
segiient: si (a,) ~(a,) i L=lim(ab,) existeix, aleshores L =lim(a,b,). Es a dir, en
productes i quocients es poden substituir alguns factors per factors equivalents.

Vegem a continuaci6 alguns exemples de successions equivalents.

Exemple 04-5.1. Si (x,) és un infinitésim, és a dir és tal que (x,) — 0, aleshores es
compleixen:

(x,) ~(sin(x,)) 5 (x,)~ (tan(x,))

1
Vegem, per exemple, el cas en que x, =—; P :
n

(%i1) x[n]:=1/(n"2+1)5 yln]:=sin{x[n])% alnl:=x[nl/{y[n])s
lim(a[n])=lmit(a[n], n, inf);
' 1
(%04) lim| - \=1

| (n?+1) sinif 21 1))
+

\n
(%i5) z[n]:=tan(x[n])$ bln]:=x[n]/(z[n])$

lim{b[n])=lmit(b[n], n, inf);
(%07) | R !
| (n+1) tan| )J

| L

249
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Exemple 04-5.2. Si (x,) — 0 aleshores es compleix:
(2 /2) ~ (1—cos(x,))

Vegem-ne un exemple:

(%) x[n]:=1/(n"2+1)5 ylnl:=1-cos(x[n])5
a[n]:=(y[n])/(x[n]"~2/2);
¥n
(%03) a, ::E
2
(%oi4) 'Iimlia[n:}=limit(?[n:, n, inf);

(%04) |imi;2 (n2+1)° i1 —::Dslr n;ﬂ]}}: ]

4,
Ly

Exemple 04-5.3. Si (x,) - 0 aleshores es compleixen:
(x,)~ (" =1; (d+x,)~(e")

Vegem-ne un cas concret:

(%il) x[n]:=1/(n"2+1)5  vy[n]:=exp(x[n])-15 aln]:=(y[n])/x[n]%

lim({aln])=lmit(a[n], n, inf);
( I 1 T\
(Yo04) |im14;n2 +1) e 1 UJ: 1

(%i5) xx[n]l:=1+x[n]% vylnl:=exp(x[n])s aa[n]:=yy[n]/xx[n]%

im(aa[n])=lmit(aa[n], n, inf);
[ _1
Logan e+l

{DIICIDB] |IrT'|- 1 = 1

] +1J
~hn2+1

Exemple 04-5.4. Si (x,) — 0 aleshores es compleix:
(x,) ~ (log(x, +1))

Vegem-ne un cas concret:
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(%i1) x[n]:=1/(n"2+1)5 yvInl:=log(x[n]+1)%

(%i3) a[n]:=y[n])/x[n];
lim({aln])=lmit(a[n], n, inf);

(%e03) a,:=—

(%04) ||rn| (n +1) |og| <t 1]}

Exemple 04-5.5. Si (y,) — 1 aleshores es compleix:
(v, =D ~ (log(y,))

Vegem-ne un cas concret:

(%i1) x[n]:=log(y[n]); v[nl:=n"2/(n"~2+1);
(%01) x,,:=log(y,)

2
(%02) y,:=

n+1

(%4i3) z[n]:=y[n]-1; a[n]:=x[n]/z[n];
lim(aln])= ||mrt(a[n n, inf);

(%03) z,,:=vy,-1

(%o04) a, :=;
T
mﬂ
o iyl 2.1
(%05) lim 2—-=1
)
uﬂ2+1

Exemple 04-5.6. Per calcular el limit

3n(1+1+1+...+1)
2 3 n

lim

(n+2)log (ij cos ( 4:’_:_ J

1 implementant els calculs amb wxMaxima, obtenim:

26
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(%i1) x[n]:=(3*n)*sum(1/k, k, 1, n);

(%01) x,:=3 HZ%
k=1
(%0i2) *f[n::=(n+2]""[|t3g[lfn]l}""[ms(('%r"upi"n],“’(f-}"n+1}]];
(%02) y,:=(n+2) IDQE) ::Dsldj]il
(%i3) a[n]:=x[n]/y[n]5 (lim(a[n])) = limit(a[n], n, inf);
( (n )
| ! 1]
{ E.”
=)

(%e04) Im(a,)=3 lirm

|r1-:=-x:|ng|:%)|:n+2] cns[ Gl )J

An+1

Aplicant la metodologia indicada per a successions equivalents i tenint en compte
I’Exemple 04-4.4, el limit anterior és el mateix que

3n
(n +2)cos( o j
4n+1

lim

Amb wxMaxima s’obté el resultat:

(%i5) b[n]:=(3*n)/((n+2)*(cos({Yepi*n)/(4*n+1))));
limit(b[n], n, inf);

an
(%05) by, := -

(n+2) cns[ =7 J

An+1
(%06) 32’

Es poden aplicar les propietats de les successions equivalents en successions
numeriques divergents a . Si la successido numeérica es polindomica:

P p-1
(apn ta, n +~-+a1n+a0)
I’equivaléncia més important i d’aplicacid habitual és

(apnp —kapfln”f1 +~~-+a1n+a0) ~ (apnp)
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¢és a dir, ’aplicacio de la propietat:

p Py,
lima”n ta,n" + +aln+a0:1
P
a,n

Finalment, una equivaléncia molt itil és la de Stirling: (n!) ~ (n”e’”\/27rn> . En efecte:

(%il) a[n]:=n!; bln]:=(n"n)*{exp(-n))*sqrt{2*%pi*n);
(%o01) a,:=n!
(%02) b, :=n" exp(-n)v2 7 n
(%i3) s[n]:=a[n)/b[n];
(lm(s[n])) = lmit{s[n], n, inf);
(%e03) s, :::—n

(%e04) Im(s,)=1
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