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03-1.-  Nombres reals. 
 
Els càlculs desenvolupats en aquest apartat es troben al fitxer Tema_03-1.wxm.  
 

El conjunt R dels nombres reals, dotat d’estructura algebraica de cos commutatiu amb la 

suma i el producte ordinaris, constitueix el conjunt numèric bàsic per a l’Anàlisi 
Matemàtica de funcions de variable real. Les operacions internes de suma i producte de 
nombres reals així com les seves propietats, se suposen conegudes. La sintaxi 
d’aquestes operacions s’ha vist a la Pràctica 01. 
 
Se suposa coneguda també la ordenació dels nombres reals amb una relació d’ordre 

total, així com la compatibilitat de les operacions internes de R amb aquesta relació 

d’ordre. Aquesta relació d’ordre permet definir els intervals en la recta real: 
 

Interval tancat d’origen a i extrem b: [ ] { }, :a b x a x b= ∈ ≤ ≤ℝ  

Interval obert d’origen a i extrem b: ] [ { }, :a b x a x b= ∈ < <ℝ  

 
L’interval obert es designa també (a,b); en aquest Curs aquesta notació es fa servir 
només per indicar una parella ordenada de nombres. Poden definir-se, de manera 
evident, intervals de tipus mixt.  
 
Se suposa coneguda també la definició de la recta real ampliada, que resulta d’incloure 

els símbols +∞ i -∞; així mateix, se suposen conegudes les propietats inherents a 

aquesta definició, en particular, les regles operatives relatives als símbols +∞ i −∞. 

 
Un concepte important és el de valor absolut d’un nombre real: 
 

, si 0

, si 0

x x
x

x x

≥
= − <

 

 
Se suposen conegudes les propietats del valor absolut i que aquest valor absolut permet 
definir una estructura d’espai mètric mitjançant la distància euclidiana ordinària: 
 

( , ) , ,d x y x y x y= − ∈ℝ ,   

 
Les propietats d’aquesta distància se suposen també conegudes. En aquesta pràctica es 
pretén consolidar la sintaxi d’aquests elements, la definició de subconjunts de nombres 
reals mitjançant equacions o inequacions en les quals intervé el valor absolut i la seva 
expressió mitjançant intervals. Tots aquests conceptes es veuen als Exemples que 
segueixen. 
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Exemple 03-1.- Determineu l’interval de la recta real que correspon al subconjunt de 
nombres reals definit per 

{ }2: 6 0A x x x= ∈ + − <ℝ . 

 
Resolució. Designem per 2( ) 6P x x x= + − . En primer lloc cal determinar els punts en 
que es compleix la condició P(x) = 0: 
 

 
 
Ara cal analitzar el signe del trinomi 2( ) 6P x x x= + −  en cada un dels tres intervals 
] , 3[, ] 3, 2[− ∞ − −  i  ]2, [+∞ : 
 

 
 
En conclusió, es compleix:  A=]-3,2[. 
 
 
Exemple 03-2.- Determineu l’interval de la recta real que correspon al subconjunt de 
nombres reals definit per: 

2 1
: 1

2

x
A x

x

 +  = ∈ < 
 +  

ℝ . 

 
Resolució. En primer lloc veiem que la condició es pot expressar de forma equivalent 
mitjançant: 
 

2 1 2 1 2 1 ( 2) 1
1 1 0 0

2 2 2 2

x x x x x

x x x x

+ + + − + −< ⇔ − < ⇔ = <
+ + + +
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Per tant, treballarem amb aquesta formulació equivalent més senzilla. En referència al 
fitxer Tema02-1.wxm, observeu que està estructurat indicant els exemples amb una 
cel·la de text; és convenient començar cada nou apartat de càlculs amb l’anul·lació 
d’assignacions anteriors fent servir la instrucció “kill(all)”.  
 
Establerta doncs la condició, ara cal verificar si es compleix o no aquesta en cada un 
dels tres intervals  ] , 2[, ] 2,1[, ]1, [− ∞ − − +∞ : 
 

 
 
Això permet concloure que la solució és  A=]-2,1[. 
 
 
Exemple 03-3.-   Si  a  és un nombre real estrictament positiu, demostreu que es 
compleix l’equivalència: 

x a a x a< ⇔ − < < . 

 
Resolució. En primer lloc introduirem la condició de positivitat: 
 

 
 
Ara verificarem la condició per a les dues possibilitats en relació al nombre x, en primer 
lloc suposant que és positiu i menor o major que a i en segon lloc, que és negatiu i 
menor o major que -a, és a dir: 
 

0, ; 0,

0, ; 0,

x x a x x a

x x a x x a

> < > >
< > − < < −

 

 
Per tant, introduint les condicions a wxMaxima resulta: 
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Per tant, l’equivalència queda provada. 
 
 
Exemple 03-4.-  Determineu l’interval de la recta real que correspon al subconjunt de 
nombres reals definit per: 

{ }: 2 1A x x= ∈ − <ℝ . 

 
Resolució. Tenint en compte l’exemple anterior, es pot afirmar que  −1 < (x-2) < 1, amb 
la qual cosa es conclou que A=]1,3[. Redacteu com exercici la metodologia de resolució 
sense tenir en compte l’exemple anterior. 
 
 
Exemple 03-5.-  Determineu l’interval de la recta real que correspon al subconjunt de 
nombres reals definit per: 

{ }: 4 1 0A x x x= ∈ − − − <ℝ . 

 
Resolució. En primer lloc verificarem si es compleix la condició a l’esquerra del valor 
menor dels dos valors de referència, que són  a=1, b=4: 
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Ja sabem que en aquest cas no es compleix. Ara analitzem què passa entre els dos valors 
de referència: 
 

 
 
La resposta del programa significa que no pot decidir sobre la pregunta formulada, ja  
que la condició en una part de l’ interval és certa i en l’altra no; dividirem l’ interval en 
dues parts iguals i veurem què passa en cada una d’elles: 
 

 
 
Finalment, analitzarem què passa a la dreta del major dels dos valors: 
 

 
 

Per tant, la solució és  A=]5/2, +∞[. 
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03-2.- Nombres complexos 
 
Els càlculs desenvolupats en aquest apartat es troben al fitxer Tema_03-2.wxm.  
 
El conjunt dels nombres complexos es defineix com el conjunt dels parells ordenats de 
nombres reals, és a dir: 
 

{ }( , ) : ,x y x y= ∈ℂ ℝ  

 
Si un nombre complex s’escriu ( , )z x y=  i aquesta representació s’anomena forma 
cartesiana del nombre complex. El primer nombre real de la parella s’anomena “part 
real de z” i s’escriu x = Re(z); el segon nombre real del parell s’anomena “part 
imaginària de z” i s’escriu  Im( )y z= .   
 
Aquesta forma o representació no és la que s’utilitza a wxMaxima per representar els 
complexos: es fa servir l’anomenada forma binòmica que utilitza la unitat imaginària 

(0,1)i = , de manera que aleshores s’escriu z x yi= + . La representació en wxMaxima 
de la unitat imaginària és %i. Per a major comoditat és convenient fer servir variables 
per designar els nombres complexos; a més, si es vol que en la sortida quedi explicitat el 
símbol atorgat a un complex, cal escriure-ho amb la sintaxi que es pot veure tot seguit: 
 

 
 
En el conjunt dels amb complexos es defineixen dues operacions internes, suma i 
producte, que es poden calcular fàcilment amb wxMaxima. La sintaxi de la suma i el 
producte s’il·lustra a continuació; observeu que, si no s’indica explícitament que es 
desenvolupi, el producte s’efectua en forma simbòlica, és a dir, es deixa indicat com a 
tal. En wxMaxima cal aplicar la instrucció “rectform” per explicitar que es vol efectuat 
el resultat i expressat en forma binòmica. Així doncs: 
 

 



 

Tema 3:  Nombres reals. Nombres complexos 9 

 
 
La sintaxi per efectuar el quocient entre dos complexos, és a dir, el producte d’un 
complex per l’invers d’un altre complex respecte del producte, és senzilla. Cal tenir 
present que també s’ha d’especificar amb la instrucció “rectform” que el quocient es vol 
desenvolupat, ja que en cas contrari només s’efectua en forma simbòlica i es deixa 
indicat. Vegem la sintaxi del quocient de complexos: 
 

 
 
El conjugat d’un nombre complex s’obté amb la instrucció “conjugate”: 
 

 
 
El mòdul d’un nombre complex z a bi= +  s’obté amb la instrucció “abs”: 
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El producte d’un complex pel seu conjugat dóna com a resultat el quadrat del mòdul: 
 

 
 
Si es considera el nombre complex z a bi= + , es defineix l’argument d’aquest nombre 
complex, notat arg(z), mitjançant:  
 

Im( ) Re( ) Im( )
sin(arg( )) ; cos(arg( )) ; tan(arg( ))

Re( )

z z z
z z z

z z z
= = =  

 
En wxMaxima l’argument d’un complex s’obté amb la funció notada “atan2” que té dos 
arguments i calcula l’angle que té per tangent el quocient del primer entre el segon. La 
sintaxi és “atan2(b,a)”, és a dir, escrivint primer la part imaginària i després la part real. 
La instrucció s’aplica fins i tot en el cas en què  a = 0. Per exemple: 
 

 
 
Cal recordar que l’argument d’un complex és un conjunt d’angles i per tant: 
 

2
arg( 1 3) 2 ,

3
i k k

π

π− + = + ∈ℤ . 

 
L’argument principal correspon a 0k = . 
 
La representació exponencial d’un complex s’obté mitjançant: 
 

arg( )Re( ) Im( ) cos(arg( )) sin(arg( )) i zz z i z z z i z z z e= + = + =  

 
En wxMaxima s’obté aquesta forma exponencial amb la instrucció “polarform”: 
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Les potències de nombres complexos es poden calcular fàcilment en forma polar o 
exponencial, ja que si iz a bi z e θ= + =  i  n∈ℕ  aleshores: 

( ) ( )n nn i in
z z e z e

θ θ= =  

 
El programa wxMaxima efectua estrictament aquesta operació: 
 

 
 
Així, per exemple: 
 

 
 
Ara es pot obtenir aquesta potència en la forma binòmica: 
 

 
 
Per suposat aquest resultat es pot obtenir directament calculant la potència en forma 
binòmica: 
 

 
 
També es poden dur a terme operacions amb potències de complexos: 
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Es poden calcular arrels n-èsimes de complexos com potències d’exponent 1/n. 
Recordeu que si   

iz a bi z e θ= + = , 

 
aleshores les arrels n-èsimes d’aquest complex són 

0 1 1, ,..., nu u u − , i es verifica que: 

 

( )1/ 2
; arg( ) , 0,1,..., 1

n

k ku z u k k n
n n

θ π= = + = −  

 
Cal tenir en compte, però, que wxMaxima només dóna com a resultat una d’aquestes 
arrels, que és  0u   i si es volen calcular la resta d’arrels cal construir-les explícitament. 

Així, si es volen calcular les tres arrels cúbiques del complex 1z i= − , aleshores els 
càlculs amb wxMaxima donen com a resultat: 
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Ara es poden expressar les tres arrels cúbiques en forma binòmica: 
 

 
 
Finalment, es pot verificar que s’han determinat les arrels buscades, calculant el cub de 
cada una de les arrels cúbiques i comprovant que el resultat és el nombre complex 
inicial. En efecte: 
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