Tema 12
Exercicis resolts

12.1. Verifiqueu si les funcions que es donen sén solucions respectives de les equacions
diferencials amb les condicions inicials que eventualment s’indiquen:

a) y=e'+t-1, y'+y=t, y(0)=0;
b) y=8cos(3r)+6sin(3t), y"+9y=0, y(0)=8,'(0)=18
c) 27y* =8 =0, (»')’-y=0, y(0)=0

2

d) y:Ax3+Bx'4—%, X2y"+2xy' =12y -2x> =0

e) ' -y -C=0, y+Q2x-3y)y'=0

12.2. Trobeu ’equacio diferencial corresponent a cada una de les families de corbes
planes indicades:

a) y=x+Ce ™, CcR
b) X*—a*=1, aeR
c) y=e', 4€eR

d) y=A+Bx’, 4,BcR

12.3. Determineu I’equacio diferencial de les families de corbes planes definides per les
condicions que s’indiquen:
a) Circumferencies de radi unitat el centre de les quals esta a la bisectriu del primer
quadrant.
b) Circumferéncies de radi R el centre de les quals esta a la bisectriu del primer
quadrant.




¢) Circumferéncies de radi 2 el centre de les quals esta a la recta x = 1.
d) Rectes que estan a distancia unitat de I’origen.

12.4. Determineu la soluci6 general de les equacions diferencials segiients:
a) (I+e")y' =e

b) (A+y)dx+(1+x")dy=0

c) 1+2y=(x*-4))'

12.5. Determineu la solucio general de les equacions diferencials segiients:

a) Yy +2ty—-4t=0
b) xp'-y—-x-3x"+2x=0
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c) x'-——x=2(t-2)°
) XX =2-2)
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d) y'+
) e

12.6. Determineu la solucio general de les equacions diferencials segiients:

a) y'-y-x’=0
b) x+2mx+ux* =0
c) x'+x—x’(cos(t)—sin(¢¥))=0

12.7. Determineu la soluci6 general de les equacions diferencials segiients:
a) y' =-2-y+)’ sabentque f,(x)=2 és solucio particular;

b) ' =2x +§ y =2y’ sabent que f;(x)=x és solucio particular;

12.8. En un cultiu de llevat, la quantitat de ferment actiu creix a una velocitat
proporcional a la quantitat present. Si en una hora es duplica la quantitat, quantes

vegades es pot esperar que es tingui la quantitat original passats 165 minuts?

12.9. Una substancia radioactiva es descompon a una velocitat proporcional a la
quantitat de substancia present. Si la meitat de la quantitat inicial desapareix en 1600

anys, trobeu el percentatge de pérdua en 100 anys.
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12.10. La /lei de Newton afirma que si es t€ un cos a una temperatura 7'i la temperatura
del medi ambient Ty, ¢€s menor que 7, la velocitat de refredament del cos és
proporcional a la diferéncia 7' — Tymp. Si la temperatura ambient és Tomp, = 15.4°C i el cos
es refreda en 30 minuts des de 95.6°C a 57.4°C, calculeu el temps que trigara a refredar-
se fins a 25.1°C. Calculeu la temperatura del cos després de 120 minuts d’haver-se
iniciat el procés de refredament.

12.11. La poblaci6 d’un pais era en un cert moment de 100 milions d’habitants. La seva
velocitat de creixement era en aquell moment tal que, suposant que en tot instant és
proporcional a la poblaci6 existent, la poblacié s’hauria doblat en 50 anys. Investiga-
cions posteriors varen posar de manifest que la hipotesi més adequada sobre el
creixement de la poblaci6 era que havia de ser proporcional en cada instant, no solament
a la poblacié existent, sin6 també a la diferéncia entre aquesta poblacidé 1 una altra
poblacié maxima que es va estimar en 300 milions. Acceptada aquesta llei, determineu
en quant temps trigara en doblar-se aquesta poblacio.

12.12. Un producte quimic es dissol en aigua a una velocitat proporcional al producte
entre la quantitat que encara no s’ha dissolt 1 la diferéncia entre la concentracié de
saturacio i la concentraci6 actual. Se sap que en 100 g d’una dissolucié saturada hi ha
dissolts 50 g de la substancia. Si es dissolen 30 g del producte en 100 g d’aigua
s’observa que en 2h s’han dissolt 10 g. Quina quantitat de substancia s haura dissolt en
5h?

12.13. Una bala s’introdueix en un tauldo de fusta de 10cm de gruix. La velocitat
d’entrada és 200m/s i la de sortida de 80m/s. Suposant que la resisténcia del taul6 al
moviment de la bala és proporcional al quadrat de la velocitat, calculeu el temps que
tarda la bala en travessar el tauld. Feu una representacio grafica de la variacio de la
velocitat de la bala en el seu moviment.

12.14. Es vol renovar en 10 minuts 1’aire d’una aula que conté el 0.12% del seu volum
de dioxid de carboni (CO;) 1 fer arribar la concentraci6 al 0.06%. Les dimensions de
I’aula s6n 12 x 8 x 4 metres. Calculeu el cabal (m3/min) que cal dimensionar per a
aquesta renovacid, sabent que l’aire de I’ambient conté el 0.04% del seu volum de
dioxid de carboni. Feu una representacié grafica de I’evolucidé de la concentracio de
dioxid de carboni en funcié del temps. (Suposeu que en tot moment la concentracio de
dioxid a I’aula és homogenia).

12.15. Calculeu la solucié general de les equacions diferencials segiients:

a) y"-y'=2y=0 b) y"+y'=-6y=0
c) y"+6y'+9y=0 d) y"+9y=0
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12.16. Calculeu la solucié general de les equacions diferencials segiients:

a) y'"-y'-2y=t

b) y"+y'=6y=1+t¢

c) y"-3y+2y=¢”

d) y"+9y=tcos(t)

e) y"+4y =cos(2t)+sin(2¢)

12.17. Es penja una massa de 10kg d’una molla i aleshores s’observa un desplagament
de 70cm respecte de la posicio inicial. Tot seguit la massa es posa en moviment des de
la posicié d’equilibri amb una velocitat ascendent de 1m/s. Calculeu la posicio de la
massa en funci6 del temps sabent que 1’aire exerceix una resisténcia proporcional a la
velocitat amb constant de proporcionalitat de 90N.

12.18. Es penja una massa de 10kg d’una molla que té una constant de 140N/m. La
massa es posa en moviment des de la posicié d’equilibri amb una velocitat ascendent de
Im/s i aplicant una for¢a externa de valor 5sin(t). Calculeu la posicié de la massa en
funcio del temps sabent que 1’aire exerceix una resisténcia proporcional a la velocitat
amb constant de proporcionalitat de 90N.

12.19. Un circuit RLC en série esta format una resisténcia ohmica R=180Q, un
condensador de capacitat C=1/280 farad, una bobina de coeficient d’autoinducciod
L=20H i una font de for¢a electromotriu E(t)=10sin(t). Suposant que no hi ha carrega
inicial al condensador, que el corrent eléctric inicial és I(0) = 1A, calculeu la carrega del
condensador en funci6 del temps.

12.20. Aplicant el metode de Runge-Kutta de wxMaxima, resoleu numericament les
equacions diferencials seglients:

a) y'=4/y+t;en[0,10], amb la condici6 inicial y(0)=0; h=0.5,h=0.2 ;
b) y'=(t+y-1)"; en[0,0.5], amb la condici6 inicial y(0)=2; h=0.05, h=0.01;
c) y'=—log(y+t—2); en[0,10], amb la condici6 inicial y(0)=5; h=0.5,h=0.2.

Verifiqueu que el programa no permet obtenir analiticament la soluci6 i feu una
representacio grafica de cada aproximacié numerica.
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