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11-1.- El teorema de la funcio inversa. Aplicacions.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_11-1.wxm.

11.1.1.- El teorema de la funcié inversa.

Inversa local d’una funcié. Siuna funcié f : A4 — B és bijectiva, és a dir, per a cada
yUB existeix un Gnic x[1 4 tal que f(x)=y, aleshores existeix la funci6 inversa de
f, f':B -~ A definida per

ff»=x <« fx)=y

Hi ha molts casos en que una funcio no és bijectiva, 1 per tant no existeix la seva funcio
inversa, pero tanmateix si que ho és en 1’entorn d’un punt, en el sentit que precisa la

definicio seglient. Sigui f: AU R" - R" una funcid; es diu que aquesta funcid és
localment bijectiva en un punt alJA4 en el qual f(a)=bB si existeix un entorn

U(a) del punt alJA tal que si V() :f(U(a)), la funcio f:U(a) - V(D) és

bijectiva. Aleshores, s’anomena inversa local de f, la funci6 definida per

fV(b) - U(a)
y - x=f1(y) e f(x)=y

El resultat general és el que estableix el teorema que s’enuncia a continuacio.

Teorema (de la funcié inversa). Sigui una funci6 f:AUR" - R", on 4 és un

conjunt obert i fJC'(A); si es considera un punt a[1A tal que detJf(a)#0,
aleshores existeixen dos conjunts oberts U(a),V (b) entorns respectius dels punts
allAib=f(a),tals que:

1)la funcié f:U(a) - V(b) és bijectiva;
2) la funci6 inversa compleix ' OC'(V (b)) ;
3) Per a cada punt y = f(x) OV (b) es compleix Jf ™' (y) = (Jf(x))_l.

Exemple 11.1.1. Considerem la funcié f:R* — R* definida per

fG,y)=(e",e™), (x,y) OR?,

De forma equivalent, la funcio6 es pot definir mitjangant el sistema d’equacions:
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" {u=fl(x,y>:e;
V= fy(x,y) =e™

Vegem aquestes definicions en wxMaxima:
(%0il) fi(x,y):=exp(x); f2(x,v):=exp(x+y);
f12(x,y):=[f1(x,y), f20x,v)];
(%o1) fl(x,v):=exp(x)
(%02) f2(x,v):=exp(x+v)
(%03) f12(x,y):=[f1(x,y), f2(x,v)]

(%) Eqll:u=Ffi(x,y); Egl2iv=f2(x,v);
(%04) u=%he”*

(%05) v=%e! "%

La funci6 considerada és diferenciable en qualsevol punt del seu domini a = (x,y).

Calculem la matriu jacobiana de la funcié en aquest punt: per fer-ho disposem, com ¢és
sabut, d’una instrucci6 especifica de wxMaxima

(%%i6) JF(x,v)=1fxy: jacobian ( [fi(x,y), 20,901, [xv] );

£l

Bhe® 1]

(%06) JF(x,y)=

gpa¥ +X  gpa¥ +X

Considerem, per exemple, el punt a =(0,0), que compleix f(0,0) =(1,1). Per calcular
la matriu jacobiana en aquest punt cal definir les funcions derivades parcials:

(%i20) Dxfi(x,v):=%e" xS Dyfl(x,v):=03
Dxf2(x,v):=%e™(x+y)S  Dyf2(x,v):=%e™(x+y)5
(%i24) Jf(0,0)=1f00:matrix( [Dxf1(0,0), Dyfi(0,0)], [Dxf2(0,0), Dyf2(0,0)1);

1 0
(%024) Jf(0, 0j=[1 1]

Ara calculem el jacobia, és a dir, el determinant de la matriu jacobiana en aquest punt:

(%iB8) '(detdf(0,0))=determinant{1f00);
(%08) detdf(0,0)=1

Ates que el jacobid és no nul, la funcié és localment invertible en un entorn del punt.
L’aproximacid lineal de la funcié en un entorn d’aquest punt és
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f(x,y) = f(a)+Jf(a)h
Per tant:
(%i13) Mxy=Mxy:matrix([x],[v]);

X
(%013) Mxy = { ]

- (%oil4) "fl0,0)=f00:matrix( [fL(0,0)] , [f2(0,00]) ;

(%014) f(0, Uj:H

L
(%015) Muv :{ ]

(%i16) Muv = fO0 + JF00.Mxy;

0/ ’ = -
(,-D'DJ-E:I y - v+E+1

és a dir, I’aproximacio lineal del sistema [1] en un entorn del punt a =(0,0) és:

(%0il7) Eqli_lin:u=1+x;
Eql2_ln:v=1+x+y;
(%017} u=x+1
(%018) v=y+x+1

Ara calcularem I’aproximaci6 lineal de la funcidé inversa aplicant el Teorema de la
funcio inversa. Per aixo calcularem la inversa de la matriu jacobiana:

- (%i19) "If_inv(1,1)=inv_Jf00:invert{ J1f00);

1 0
(%019) If_inv(1, 1j=[ 1]

-1

I finalment aplicarem 1’equacio:

[ uv)y= 7 (f@)+Jf (f(a)h

Els calculs amb wxMaxima son:
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(%i19) "If_inv(1,1)=inv_Jf00:invert{ J1f00);

1 0
(%019) If_inv(1, 1j=[ 1]

-1

(%i20) "h=h:matrix([u-1],[v-11);

-1
(%020) h= {” 1]

(%i21) f_inv(1,1)=finvil; matrix{ [0], [0] );

(%021) f_inv(1,1)= {E]

(%0i22) Mxy = finvll + inv_Jf00.h;

X u-1
e

és a dir, ’aproximacio lineal de la funci6 inversa en un entorn del punt (1,1) és:

(%i23) Eq21_lin:x=u-1;
Eq22_lin:y=v-u;
(%023) x=u-1
(%024) y=v-u

11.1.2 Sistemes de coordenades. canvi de variables

Definicié. Un sistema de coordenades de tipus C” en un obert U [1R" és una parella
((0, W) en la qual
«  Wésun obert de R”
«  @:W - U ésbijectiva
eaC" W) i ¢'0OC (U)
Si en un punt x = (xl,xz,...,xn) UU es compleix qo(a') =xamb a= (al,az,...,an) ow,

els nombres reals a,,q,,..,a, s’anomenen coordenades de x en el sistema de

coordenades ((0, W). La matriu J@A@) s’anomena jacobiana del sistema de coordenades

1 el seu determinant, jacobia del sistema de coordenades.
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Exemple 11.1.2.
(a) Coordenades polars planes. Si U =R’ —{O}, la parella (ga,W) en la qual

I’aplicacié @:W — U esta definida per
Ar,0)= (rcosﬁ,rsin 9), (r,6)OWw

i W =]0,+o[X]—7T,7f ¢és un sistema de coordenades en U anomenat coordenades

polars planes. Calculem la matriu jacobiana i el determinant jacobia d’aquest sistema de
coordenades amb wxMaxima:

(%il) fi(r, theta):=r*cos(theta); f2(r, theta):=r*sin(theta);
f(r,theta):=[f1(r, theta), f2(r, theta)];
(%o01) fi(r,8):=rcos(&)
(%02) f2(r,8):=rsin(g)
(%03) f(r,8):=[f1(r,8),f2(r,8)]

(%i4) If(r, theta)=Ifcpp: jacobian ( [fi(r,theta), f2(r,theta)] , [r,theta] J;

r
cos(a) -rsin{a)

(%o04) If(r,8)=

sin{8) rcos(s)

(%i?) "(detdf(r theta))=determinant(Ifcpp);
(%007) detdf(r,8)=r Sinl[Esz +r cas{ajz
(%0iB) trigsimp(%a);
(%08) detdf(r,8)=r

(b) Coordenades cilindriques. Si U =R’ —{O} , la parella (¢, W) en la qual I’aplicacio
@:W - U esta definida per

Ar,0,z) =(rcos€,rsin 9,2), (r,8,z)0W

i W =]0,+oo[X]— 7, i{¥xR ¢és un sistema de coordenades en U anomenat coordenades

cilindriques. Calculem la matriu jacobiana i el determinant jacobia d’aquest sistema de
coordenades amb wxMaxima:

(%il) fi(r, theta, z):=r*cos(theta); f2(r, theta, z):=r*sin{theta); f3(r, theta, z):=z,
f(r,theta,z):=[fi(r, theta), f2(r, theta) , f3(r, theta)];
(%o1) fi(r,&,z):=rcos(8)
(%02) f2(r,8,2):=rsin(&)
(%o03) f3(r,8,2):=z
(Y%o4) f(r,a,z):=[fil(r,8),f2(r,8),f3(r,8)]
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(%i5) M(r, theta,z)=1fcc: jacobian
( [fi(r, theta,z), f2(r, theta,z) , f3(r, theta,z)] , [r theta,z]

cos(8) -rsin{g) 0

\I'
A

(%05) Xf(r,8,z)=|sin(s) rcos(s) O
] 0 1

%ib) '(detdf(r,theta))=determinant(Jfcc);

(%06) detdf(r,8)=r Siﬂ{&']z +r cas{tﬂ]z
(%i?) trigsimp(%a);
(%07) detdf(r,8)=r

(c) Coordenades esfériques. Si U =R’ —{O} , la parella ((0, W) en la qual I’aplicacio
@: W - U esta definida per

Ar,9,0) =(rcos¢cos9,rcos¢sin9,rsin¢), (r,@,60) W

1 W=]O,+00[><]—E, [X]=m,  és un sistema de coordenades en U anomenat

coordenades esfériques. Calculem la matriu jacobiana i el determinant jacobia d’aquest
sistema de coordenades amb wxMaxima:

(%il) fi(r,phitheta):=r*cos(phi)*cos(theta);
f2(r,phi,theta): =r*cos(phi)*sin{theta);
f3(r,phi,theta): =r*sin{phi);

f(r, phi,theta):=[fi(r,phitheta), f2(r,phitheta) , f3(r,phitheta)];
(%0l) fi(r,¢,8):=rcos(d) cos(8)

(%002) f2(r,¢,8):=r cos(¢ ) sin(&g)

(%03) f3(r,¢,8):=rsin{a)

{I:l"{:'ﬂq'j ﬂ:ra '1'.1 B:I:: [fl{ra '1'.1 EJ:I, fz{r.l '1'.1 Bja G{ra 't'.l U]]
(%0i3) Mf(r,phitheta)=1fce: jacobian

( [fi(r,phitheta), f2(r,phitheta) , f3(r,phitheta)] , [r,phitheta] );

cos(#) cos(a) -sin(#)r cos(s)

-cos($) rsin(a)
(%05) If(r, ¢, 8)=| cos(s) sn(s) -sin(s)rsin(s) cos(s)rcosia)

sin(#) cos(a)r 0
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A=A

oib) '(detdf(r,theta))=determinant{1fce);

(%o6) detdf(r,8)=-cos(a)r sin(aj(sin(-iu)z r 5in(6)+c05(¢-)2 rsin(e))-cos(d) 5ir1(¢-)2 r? cos(e)z-cos(utuf r?

c05(8j2
(%i7) trigsimp(%a);
(9%07) detIf(r, 8)=-cos( )12

Els sistemes de coordenades s’apliquen per transformar algunes equacions i obtenir una
representacié que permeti una major facilitat per resoldre-les. Aquesta metodologia es

fonamenta en la definicio seglient: si f:40R" - R" i ((0, W) €s un sistema de

coordenades definit en 4, la funcié composta f = fo@ s’anomena expressido de la

funcid en el sistema de coordenades considerat. Quan una funcid s’expressa en un
sistema de coordenades diferent de les coordenades cartesianes, es diu que s’ha fet un
canvi de variables.

Exemple 11.1.3. Considerem la funcié f(x,y) =x>+3y>, (x,»)OR>. Es vol obtenir

I’expressio d’aquesta funcid en coordenades polars planes, és a dir, fer un canvi de
variables a coordenades polars planes. Els calculs amb wxMaxima permeten obtenir
facilment I’expressio de la funcid en aquestes coordenades:

(%oil) fx,v)i=x"2 + 3%y"2;

(%o01) f{}{,‘}-’:ll=}€2+3 ,}{2

(%0i2) x=x:r*cos(theta)s y=y:r¥sin(theta)s
F(r,theta)=f(x,v);

(%04) F(r,8)=3 r? 5iﬂ{6]2+r2 cas{ejz

(%i5) trigsimp(%);

(%05) F(r,8)=2 2 sin(8)% +r2
(%i6) factor{%a);

(%06) F(r,8)=r? (2 sin(8)% +1)

Aquesta ¢és 1’expressio de la funcid en coordenades polars planes, que té I’avantatge de
la separacio de les variables en producte de dos factors d’una variable.

El canvi de variables és util no només en I’expressido de funcions, sind també en la
transformacid d’equacions en les que intervenen funcions i les seves derivades
(equacions diferencials), tal com es pot veure a I’exemple segiient.
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Exemple 11.1.4. Es considera I’equacié

11 (x+207 437 ) D f e+ (v =25 07D,y =0

Es tracta de calcular ’equacié que compleix 1’expressioé de la funcié en coordenades
polars planes (és a dir, transformar 1’equacid mitjangant el canvi de variables a
coordenades polars planes).

En primer lloc expressem les coordenades polars en funcié de les cartesianes:

(%ail) r(x,y):=+sqri(x"2 + y"2);
tl-“:K.l\:r" :I V= -_:lt-_:ll'lli‘:,-'_.".}{:l .:

(%o1) r{x,'}r]:=*\.|x2+y2

(%02) th(x,y):= atan::{;,

Observeu que cal canviar la denominaci6 de “theta” per no interferir en calculs
posteriors. Si es designa per F' 1’expressio de la funci6 f en coordenades polars planes,

per definicié es compleix F = fo@; pertant, f =Fo@ ' =F(r,8). A partir d’aquesta
expressio, es tracta ara de calcular 1’expressié de les derivades parcials de la funcio f.
Aplicant la regla de la cadena resulta:
D.f(x,y)=D,F(r,0)D.r+ D,F(r,0)D,0
D, f(x,y)=D.F(r,0)Dr+ D,F(r,0)D 0

Fem els calculs amb wxMaxima. Calculem les derivades parcials de r(x,y):
(%i3) diff(r(x,v), x);  diff(r(x,v), ¥);

(%03) ——
I

Y
H
e

|'?,2+}{2

Ara les expressem com funcions:

(%04)

(%i5) Dxr(x,v):=x/sqri(y"2+x"2);,  Dyr(x,y):=v/sqrt(y™2+x"2);

(%05) Dxr(x, '}r):=L

w2 2

(%06) Dyr{x,y]::\;
\ |'\?,.2 2

Calculem les derivades parcials de 0(x, y):
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(%ai?) ratmmp[dlff(th[m N, %)), ratsimp({diff(th(x,v), v

})

o
(%07) - 2+xz

(%008)

2+x2
Ara les expressem com funcions:

(%i9) Dxth(x,y):i=-y/(y"2+x"2); Dyth(x,y)i=x/(y " 2+x"2);

(%09) Dxth(x, y):=—

2
=,+}{

(%010) Dyth(x, y):=——
+}{

Substituint a la primera de les equacions s’obté:

(%ill) D.v-:f=Dh:f'DrF(r theta“l"‘Dv-:r(v-: v) + DthF(r,theta)*Dxth(x,v);
DrF(r,8) = DthF(

(%011) Dxf =

.
ye+x? ¥ X
Substituint a la segona de les equacions s’obté:

(%i12) Dyf=Dyf:DrfF(r,theta)*Dyr(x,y) + DthF(r,theta)*Dyth(x,y);

Drf(r,8)y DthF(r,8)x
(%012) Dyf = : +

e 2
¥ +x2 Y= +x

Calculem ara el primer terme de I’equacio [1]:

(%%il3) T1 (x + 2% E.qrt(a"‘ 2+y ~20)*Dxf;

(DrF(r B DthF 3
(%% ﬂ13j [2 (r.6)y (Eyw"}r + X +}c)

V242
Yo +X Yo+

(%%il4) T1:expand(%a);
2 DthF(r,8) y* Drf(r,8)x% DthF(r,&8)xy

+ -
|I i 2
1?.'2 +}{2 '-r.'z +}{2 ?' +}{

Calculem ara el segon terme de I’equaci6 [1]:

(%%014) - +2DrF(r,8)xy

(%i15) T2:(y - 2% sqrth+ ~2))<DyF;

[DrF(r,8)y DthF(r
(% -:115j o '?+ ) -{‘}r—E }c*\.l‘}r +}:2]|
. y2+X2 y2+x2 J
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(%il6) T2:expand(%a);
DrF(r,8) y* 2 DthF(r,8)x* DthF(r,8)xy ) DrF(r, )
T T+ 2D, )Xy
NI Ay2 2 y2 +x2

(%016)

Substituint i igualant a zero tindrem la nova forma de I’equacié [1]:

(%i17) T1+T2=0;
2 DthF(r,8) y¢ Drf(r,8)y? 2 DthF(r,8)x? DrF(r,8)x2

+ - + =
Ay +x2 |'\r,.2+}{2 |',r,.2+}{z 'I‘r"2+>€2

Operant i simplificant, s’ obté:

(%017) - 0

(%il8) factor(%);

(%018) -(2 DthF(r, 8)-Drf(r, 8))dy2 +x% =0
Finalment, 1’expressio buscada és:

(%i19) %*(1/sart(x " 2+y2));
(%019) Drf(r, 8)-2 DthF(r,8)=0

expressio que, com resulta evident, €s molt més senzilla que [1].
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11-2.- El teorema de la funcio implicita. Derivacio de funcions
implicites.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_11-2.wxm.

11.2.1 El teorema de la funcié implicita

Teorema. Sigui f:AxXxBOR"™” - R” una funcio i sigui (a,b)JAXB. Si es
compleixen les condicions:

« Fésdetipus C" en AXB
«  f(a,b)=0
¢ det(Dn+kf;'(a’b))lsk5p 7 0

1<j<p
aleshores existeixen W [JR" entorn obert del punt ¢ [0 4 i una funciéo ¢:W — R? tals
que:

1) @ ésdetipus C" en W7,
2) ¢(a)=b;
3) f(x,¢(x))=0 peratot xOW .

La funcié ¢ es diu definida implicitament pel sistema

S, %5,00x,,,) =0

S (X5 %550005%,,,) =0

Exemple 11.2.1. Es considera I’equacié
X+ y+z+cos(xyz)=0

Es tracta de veure que aquesta equacid defineix una funcié implicita z=z(x,y) enun
entorn del punt a =(0,0,—1). Per fer-ho, caldra verificar que es compleixen les

condicions establertes al Teorema de la funcié implicita. En primer lloc es pot afirmar
que la funcio

f(x,y,z)=x+y+z+cos(xyz)

és de tipus C” en R’. Definim la funcié amb wxMaxima i calculem el seu valor en el
punt considerat:
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(%0i2) fx,v,z):=x+y+z+cos(x*y*z);  'f(0,0,-1)=f(0,0,-1);

(%02) f(x,v,z):i=x+y+z+cos(xyz)
(%03) £(0,0,-1)=0

A continuaciod calcularem la derivada de la funcio respecte de la variable que es demana
verificar que es pot expressar com funcio implicita:

(%is) Dzf(x,y,z)=diff(f(x,v,z), z);
(%005) Dzf(x,y,z)=1-xysin(xyz)

Definim aquesta derivada parcial com funcio i calculem el seu valor al punt:

(%ib) Dzf(x,y,z):=1-x"y*sin(x*y*z)3
'Dzf(0,0,-1)=Dzf(0,0,-1);
(%07) Dzf(0,0,-1)=1

Per tant es compleixen les condicions del Teorema i, en efecte, 1’equacié donada
defineix una funcié implicita z=2z(x,y) en un entorn del punt a =(0,0,-1). Es pot
indicar al programa que a partir d’aquest moment la variable z depén de x,y, cosa que es
fa amb la instruccio:

(%i7) depends([z], [x,v]);
(%07) [2(x,y)]

Finalment, 1’equacio inicial es pot escriure:

(%i8) Eqlb : x4+y+z(x,y)+cos(x*y*z(x,y))=0;

L

(%08) cos(x z(x,y)y)+y+z(x,yv)+x=10

Exemple 11.2.2. Es considera el sistema d’equacions

{xz +y'—xz-1=0

xz=x"y=0

Es tracta d’estudiar si en un entorn del punt P =(x,, y,,z,) =(L,L1):
1) el sistema defineix x,y com a funcions implicites de z;
2) el sistema defineix x,z com a funcions implicites de y;
3) el sistema defineix y,z com a funcions implicites de x.

Caldra veure en cada cas si es compleixen les condicions del Teorema de la funcio
implicita. La primera es compleix: la diferenciabilitat de les funcions que defineixen
cada una de les equacions.
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Ara definirem en wxMaxima les equacions, les funcions que defineixen cada una de les
equacions 1 verifiquem que el punt indicat compleix el sistema:

(%il) Eql: x™2 + y™2 x*z*2-1=10;
Eq2: x¥z - x™2%y=0;

(%01) -x 12+‘}r2+}c2—1: 0
(%02) x z-x% y=0

(%i3) fl(x,y,z)i=x"2 + y"™2 x*z"2 - 1, f2(x,y,2):=x%z - X" 2%y,
f(x,v,z):= [fl{x,v,z), f2(x,v,2)];
(%03) fi(x,v,z):= x2+y2+{—x] z%-1
(%04) f2(x,v,z):=x z-x? ¥
(%05) f(x,v,z):=[fl(x,y,z),f2(x,y,z)]

(%i6) 'f(1,1,1)=f(1,1,1);
(%06) f(1,1,1)=[0,0]

A continuacié ens ocupem de la tercera condicié en cada un dels casos. Préviament
calcularem la matriu jacobiana de la funci6 vectorial que té€ per components les funcions
que defineixen cada una de les equacions:

(%i7) M(x,v,z)=1fjacobian( [f1(x,v,2),f2(x,v,2)] , [*.v,2] );

2x-712 2 W o-2NI
(%07) If(x,y,z)=

I-2Xy -X
Cas 1. Calcularem la submatriu corresponent a les dues primeres variables:

(%i8) If12=1f12:submatrix(1f, 3);

El

2x-712 2 ¥
(%08) If12=

I-2 XYy -x?

Avaluarem aquesta matriu en el punt P=(1,1,1); per fer-ho aplicarem la instruccid

“subst([xi=xio],M)” que permet substituir variables per valors numerics en una matriu M.
Concretament la sintaxi és:

(%i9) If12_a=1f12_a:subst( [x=1,y=1,z=1] , 1f12),

1 2
(%09) If12_a =[ 1 1]

Ara calcularem el determinant d’aquesta matriu:
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- (%%il0) (det)fi2_a)=determinant(1f12_a);
(%010) detIfi2_a=1

Ates que és no nul es pot afirmar que el sistema defineix x,y com a funcions implicites
de z.

Cas 2. Calcularem la submatriu corresponent a les variables primera i tercera:
- (%il1) If13=1f13:submatrix(1f, 2);
2x-72 -2xz
(%011) Jf13={ * * ]

I-2 %Y X
Avaluarem aquesta matriu en el punt P=(1,1,1):
- (%i12) If13_a=1f13_a:subst( [x=1,y=1,z=1], If13);

1 -2
(%012) If13_a =[ L ]

I calcularem el determinant d’aquesta matriu:

© (%i13) '(detIfi3_a)=determinant(Jfi3_a);
(%013) detIfl3_a=-1

Ates que és no nul es pot afirmar que el sistema defineix x,z com a funcions implicites
de y.

Cas 3. Calcularem la submatriu corresponent a les variables segona i tercera:
- (%0ild) 1f23=1f23:submatrix(1f, 1);

2w -2uz
(%014) _'If23={ ; ]
- X

Avaluarem aquesta matriu en el punt P=(1,1,1):
(%il5) M23_a=1f23_a:subst{ [x=1,y=1,z=1] , 1f23);

2 -2
(%015) _'If23_a:[1 1]

Calculem el determinant d’aquesta matriu:
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(%il6) '(detdf23_a)=determinant(Jf23_a);
(%016) detIf23_a=0

Ates que és nul es pot afirmar que el sistema no defineix y,z com a funcions implicites
de x.

11.2.2 Derivacio de funcions implicites

El Teorema de la funcio implicita permet afirmar que quan un sistema defineix una

funcidé implicita, aquesta funcio és de tipus C”, és a dir, es poden calcular les derivades
parcials d’aquesta funcio. La metodologia per fer-ho es basa en el fet segiient: quan un
sistema defineix una funcio implicita, les components d’aquesta son les variables que es
poden expressar en funcid de la resta; quan s’ha establert aquest fet, aquestes variables
s’han de considerar com a components d’una funcié (la funcié definida implicitament) i
la resta segueixen tenint la consideracié de variables. Il-lustrem aquesta metodologia
amb la continuaci6 dels dos exemples anteriors.

Exemple 11.2.3. Se sap que ’equacio
x+y+z+cos(xyz) =0

defineix una funci6 implicita z=z(x,y) en un entorn del punt a =(0,0,-1) tal que
z(0,0) = —1 .Es tracta de calcular el valor de les derivades parcials d’aquesta funci6 en
el punt (0,0), és a dir, D,z(0,0),D,z(0,0).

En primer lloc escriurem 1’equacio i li assignarem una referéncia:

(%0il) Eql : x+y+z+cos(x®y™z)=0;
(%ol) cos(xyz)+z+y+x=0

Ara declararem que z és funci6 de x,y :
(%i2) depends([z], [x,v]);

(%02) [2(x, )] )

A continuacid es calculara la derivada parcial de I’equacioé respecte a cada una de les
variables x,y assumint que wxMaxima tindra en compte la dependéncia assignada. En
efecte:
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(%i3) DxEql : diff(x+y+z+cos(x*y*z), x) = 0
DyEql : diff(x+y+z+cos(x®y*z), v) = 0;

Co(d ) \ 4
04 | |\ = ] ] i - =
(%03) i.:-: ya_d » Zf.+'}’ zﬂl sin(xy z}|+|:I » z+1=10
i.l" i.-" Ij II |. Ij
(Y%04) 1xXvigs z.+}<z.5in(}:‘}rz)+—d z+1=0
hoondy s g Y

Per avaluar les derivades parcials de la funci6 implicita se substituira el valor de les
variables en el punt:

(%i5) DxEql_P : -(0%Dxz(0,0)=04+(-1)*0)*sin(0)+Dxz(0,0)+1=0;
DvEql_P : -(0%Dyz(0,03*0+(-1)*0)*sin(0)+Dyz(0,0)+1=0;
(%005) Dxz(0,0)+1=0
(%06) Dyz(0,0)+1=0

Per tant:

(%i7) Dxz(0,0)=-1; Dvyz(0,0)=-1;
(%07) Dxz(0,0)=-1
(%08) Dyz(0,0)=-1

Exemple 11.2.4. Se sap que el sistema d’equacions

x2+y2—x22—1=0
[1] { 2
xz—x"y=0

defineix dues funcions implicites x =x(z),y = y(z) en un entorn del punt P=(1,1,1)
tals que x(1) =1, y(1) =1. Es tracta de calcular les derivades de primer ordre i de segon
ordre d’aquestes funcions, és a dir, Dx(1), Dy(1), D*x(1), D*y(1).

En primer lloc escriurem les equacions del sistema i les hi assignarem una referéncia:

(%il) Egl: x™2 + y™2 x*z™2-1=0;
Eq2: x¥z - x™2%y=0;
(%01) -x zz+y2+}c2—1= 0
(%02) X 7-x° y=0

Ara declararem que les variables x,y son funcio de z :
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(%i3) depends( [x,v], [2]);

(%003) [x(2),v(z)]

A continuacio es calcula la derivada de cada una de les equacions respecte de la variable
z tenint en compte la dependéncia assignada:

(%) DzEq1 @ diff(x™2 + '“"2 v-:”z“"z -1,z) =10,
DquZ diff(x*z - x 2 =10,

d d ' [d
(%h04) -| —}:.z —2}:z+2'}r. Z'}r.+2}:.d—}:.—[]

0 i' "i (4
(05) }czx ‘}rEx. x'}r+}clil

Per calcular les derivades Dx(1), Dy(1) cal aplicar els valors numeérics corresponents en
aquestes equacions:

(%i6) DzEQL_P : - 172 * Dx(1) - 2%1%1 + 2*1*Dy(1) + 2*1*Dx(1) = 0;
DzEq2_P : 1*Dx(1) - 1°2*Dy(1) - 2*1*Dx(1)*1 + 1 = 0;
(%06) 2 Dy(1)+Dx(1)-2=0
(%07) -Dy(1)-Dx(1)+1=0

Resolent aquest sistema lineal resulta:

(%i8) lnsolve([DzEql_P, DzEq2_P], [Dx(1), Dy(1)])
(%%08) [Dx(1)=0,Dy(1)=1]

Per calcular les derivades de segon ordre cal derivar en les equacions que involucren les
derivades de primer ordre. Derivant en aquest sistema, s’obté:

(%i0) DzzEql : diff(-('diff(x,z,1))%z™2-2%x*z+ 2%y "(cliff(*;,-',z,1}}+2”>-:”('c|iff(>-:,z i), z)=10;

L

DzquZ s diff{ (' diff(x,z,1))%z- 3”2 (chff( 2,1 2E(diff(w,z, 1)) yv+x, 2) = 0;

(909) | 2= x | 22-4(Lx |2+ 2| S Y P O PP P
° dz? | )2 \dz K.'IZ Y;d z2 1}{,' .d Zy.'l . \d z° x; dz K," =
(% 10):}d2 2:'Jd2 ."4 (d ) d ";2 (a2 ) 2;"d A% +2;"d \ o
“o0 —— ¥ IZ-X — ke - Bl O | B T S el A Rl | |— ¥ |=
’ ldz? ) \dz? 1}{,' dz Jid Zya' \dz? ;1}( tdz ) Y ldz )

Per calcular les derivades de segon ordre D’x(1), D*y(1) cal aplicar els valors numeérics
corresponents en aquestes equacions:

(%il1) DzzEql_P : -D2x(1)*1 - 4%0%1 + 2*1%D2y(1) + 21 + 2*1*D2x(1) + 20 - 2*1 = (;
DzzEq2_P : D2x(1)*1 - 1*D2y(1) - 4*1%0%1 - 2*1*D2x(1)*1 - 2501 + 2%0= 0;
(%011) 2 D2y(1)+D2x(1)=0
(%012) -D2y(1)-D2x(1)=0
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Resolent aquest sistema lineal resulta:

. (%i13) linsolve([DzzEql_P, DzzEq2_P], [D2x(1), D2v(1)]);
(%013) [D2x(1)=0,D2y(1)=0]
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11-3.- Aproximacio de funcions diferenciables. Formula de Taylor.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_11-3.wxm.

Definicié (polinomi de Taylor d’una funcié). Considerem una funcié real de diverses
variables f:AUOR" -~ R i a=(a,,..,a,) unpunt interior del domini de la funcid. Si

la funci6 és de tipus C” en aquest punt, s’anomena polinomi de Taylor de la funci6 en
aquest punt, el polinomi de grau p:

1 1 1
Tp('xl’""xn) = f(a)—|—Fdfa(h)—|—5d2fa(h(2))_|_..._|_;dpfa(h(p))
h=(x —a,x,—a,,..,x,—a,)

En aquesta expressié intervé 1’anomenada diferencial d’ordre k de la funcio, que es
defineix mitjangant:

d f,(h") = Z D, f(a)dx, --dx,, h=(dx,...dx,)€R"

El programa wxMaxima ens il-lustra com fa els calculs del polinomi de Taylor d’una
funciod; de passada anem veient la sintaxi de la instruccid corresponent:

%i7) T[1](x,v) = taylor(f{x,v), :_‘{_.-;_.-:, [x0,v07, :1,.1:}_:
(%07)/ T Ti(x,y)=Ff(x0, y0)+ —f(}-: v {): }:Uj+ —f(:-:[] y)‘ (y \,r[]) +.
% =l y= r':'
Y= r':l
(%0i8) T[21(x,v) = tavlor(f(x, ), :.‘-;_.-;,.-:_. (%007, :2_.2'}
(%o8)/T/ T5(x,y)=Ff(x0,y0)+ '—f(x v (}: x0)+ —f(x[] y)‘ (\,r yli]j +
1 ¥ =x0 ! V= r':l
‘r'=‘r":|.
{42 | 42 | {2 \
d—f(}{,'r-':: (X-XU::2+2 d fx,y) (y-y0) (x-w0)+ d f(xﬂ,‘,-'::‘ .('r-'—'r-'D::2
L'|}=(2 _El}(d‘,-' | IE|‘-"2 |
| W =x0 | x =x0 w=vyl, S ) ¥ ="r":|.-
' ‘f'="r":|, ! i
+
2

Per tant, observem que la metodologia per al calcul del polinomi de Taylor de grau »
d’una funcio6 diferenciable cal definir la funcid, aplicar la instruccié “Taylor()” indicant
a quina funcid ens referim, les variables, les coordenades del punt i el grau en que cal
truncar el desenvolupament, és a dir, el grau del polinomi. Vegem detalls al respecte
mitjancant alguns exemples.
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Exemple 11.3.1. Es considera la funcio6 diferenciable

f(x,y) =exp(=x +2y), (x,y) OR’.

Es tracta de calcular els polinomis de Taylor de graus 1, 2, 3 d’aquesta funcié en el
punt a =(0,0).

En primer lloc definirem la funcio:

(%il) f(x,y):=exp(-x+2%y);
(%01) f(x,v):i=exp(-x+2v)

Calcul del polinomi de Taylor de grau 1:

(%i2) T[1](x,y) = taylor{f(x,v), [x,v], [0,0], [1,1]);
(%02)/T/ Ty(x,y)=1+(-x+2y)+...

Calcul del polinomi de Taylor de grau 2:

(%46i3) T[2](x,y) = taylor(f(x,v), [x,v], [0,0], [2,2]);
2 . 2
. X34 yx+dy
(%03)/T/ To(x,y)= 1+{-x+2yj+—’2 ’
(%) ratsimp(%a);
Gy +(4-4 %) y+x7-2x+2
2

(%o0d) T5(x,y)=

(%i5) expand(%a);
2
(%05) To(x,y)=2y*-2x y+2 ‘}(+%_K+ !

Calcul del polinomi de Taylor de grau 3:

(%ib) T[31(x,y) = taylor{f(x,y), [x,v], [0,0], [3,3]);
3

2 . 2 ‘g2 2 3
. HE-dyu+dys x7-0yH +12y u-8y
(%0B)/ T/ Ty(x,y)=1+(-x+2y)+ ’2 —- ’ - ’ ’

(%i7) ratsimp(%a);

By +(12-12 %) yo+(Bx%-12x+12) y-x" +3 x*-6 X +6

(%07} T5(x,y)=

]
(%0i8) expand(%a);
443 3,2
(%%08) T3(}:,‘}rj=+—2 XyZ+2yZ+x7y-2 X y+2 ‘}r—%+%—}:+ 1
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Exemple 11.3.2. Es considera la funcié diferenciable
f(x,y) =exp(=x +2y), (x,y) OR’.
Es tracta de calcular els polinomis de Taylor de graus 1, 2, 3 d’aquesta funci6 en el
punt a =(L,2).
En primer lloc definirem la funcio:

(%il) f(x,v)i=exp(-x+2%y);
(%01) f(x,v)i=exp(-x+2v)

Calcul del polinomi de Taylor de grau 1:

(CDIE:I T:i:(lh y) = ta\:,"lljr(f(){;\:,"}.. :H-'l‘:’l.:-' :1.'2: .':1.'1:}.:

(%02)/T/ T{(x,y)="%e> +(-%e> (x-1)+2 %e? (y-2))+...
(%i3) ratsimp(%a);
(%003) T,(x,y)=2 %e? y-%e? x-2 %e?

Calcul del polinomi de Taylor de grau 2:

(CDH} T:Z:(){-’1Zr":' = ta‘;,-'lor(f(x,‘;,-'}, :-3'(-'1?":-’ :LZ: -':2-'2: :'.:
a3 (x-1)%-4 %e3 [y-2) (x-1)+4 %e3 (y-2)°

(%04)/T/ To(x,y)=%e> +(-%e> (x-1)+2 %e> (y-2))+ 5

(%i5) ratsimp(%a);
P .3 P T .3 .3 .=
9ed y2 4+ (-4 %ed x-8 %ed) y+oed x2+4 %ed x 45 oped

(%05) T5(x,y)= -

(%i0) expand(%a);
%ee? x? 5 9e’

o =
T+2 Bhe” X+

(%06) T5(x,y)=2 %e> y?-2 %e x y-4 %e y+

Calcul del polinomi de Taylor de grau 3:

(Cal?} T:B:(}(ﬁ,":‘ = ta‘;,-'|0r(ﬁ:}{;‘;,-'}, :}‘:-'1:".:.' :1-'2: .':3.'3: :I.:
v2

seed (x-1)%-4 %e? (y-2) (x-1)+4 %e? (y-2)

(%607) T/ To(x,y)="%e> +(-%e> (x-1)+2 %e? (y-2))+ -

oeed (x-1)3-6 %e? [y-2) (x-1)2+12 %e3 (y-2)? (x-1)-8 %e? (y-2)°

6

+...

(%%i8) ratsimp(%a);
(%08) T5(x,y)=

8 oe? y3+(-12 %ed x- 24 %e3) y2+(6 %ed x2+24 vee x+30 %e?) y-tke? x3-6 %ed x2-15 el x-12 %

6

23
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(%) expand(%a);
3

4 Gpas y3 - 5 < 2 o el E 5 %’ x
(%509) T5(x,y)= — -2 %e” x y2-4 %e y2+%e> xPy+4 %e” Xy +5 %e’ y- e x2-——-
3

%%e

Vegem ara un exemple amb una funcié de 3 variables.

Exemple 11.3.3. Es considera la funcié diferenciable
g(x,y,z)=exp(x+y+22), (x,y,2z) ER’.

Es tracta de calcular els polinomis de Taylor de graus 1, 2, 3 d’aquesta funci6 en el
punt a =(0,0,0).

En primer lloc definirem la funcio:

Iil:l:l|:|.| Q{Ha”zl'zey{p{-,{_i_-._l._l_z::zwll
(%01) g(x,y,z):=exp(x+y+22)

Calcul del polinomi de Taylor de grau 1:

(%i2) T[11(x,v,z) = tavlor(a(x,v,z), [x,v,z], [0,0,0], [1,1,1]);
(%02)/T/ Ty(x,v,z)=1+(x+y+2 zj+

Calcul del polinomi de Taylor de grau 2:

(%i3) T[2](x,v,2) = taylor(g(x,y,z) a 1, [0,0,0], [2,2,2])

- +(2y+4z2) >{+~,-2+4 zy+4 z°
(%03)/T/ To(x,y,z)=1+(x+y+2 z}+ . +...

(%) ratsimp(%a);
4z7+(4y+ax+4) z+y +(2x+2) y+xT+2 x+2
2

(%o04) To(x,vy,2)=

(%i5) expand(%o);
2 2
(%05) T5(x,y,z)=2 22 +2yz+2%x2+2 z+??+}: yHy+—tx+ 1

Calcul del polinomi de Taylor de grau 3:

(%ib) T[31(x,v,z) = taylor(a(x,y,z) :Hm 1, [0,0,0] 3,31);

L

+(2y+4z) >{+*,-' +4 zy+4z°
(%00)/T/ Ta(x,v,z)=1+(x+y+2 zj+ - +

I H(BY+6Z) X H(IyE 122y +1229) n+y T +E Z e +12 29 y+8 27

G

+...
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(%6i7) ratsimp(%);
(D,-’roﬂ?) T3(}< Y Z:l =

Bzo+(12 y+12x+12) 22 +(6 3 +(12 X +12) y+6 x2+12x+12) z+y  +(3 x+3) y2+(3 22 +6 x+6) y 37 +3 32 +6 x-

6

(COIBII E‘}{Daﬂdtc}’b};
we oyl 2y
¥ ¥ WE Y

2
73
+2y22+2}:22+222+y22+2xyz+2yz+xzz+2xz+2z+6+ 5 +?+ 5 +xy+

-
2

3
ad
i

4

(%008) T5(x,y,z)=

){3 ){2
y+—+—+x+1
5 2
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11-4.- Extrems de funcions reals de diverses variables.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_11-4.wxm.

11.4.1 Extrems locals de funcions reals de dues variables

Extrems locals o relatius. Considerem wuna funcid real de dues variables
f:AOR? = R; es diu que la funcié té un maxim local o relatiu en el punt (xo,yo) A

si existeix >0 tal que

f(xooyo)zf(xoy)o D(x,y)DB((xO,yO);r) nA

De manera analoga, es diu que la funcidé té un minim local o relatiu en el punt

(xo, yo) U4 siexisteix »>0 tal que

f(xooyo)sf(xoy)o D(xoy)DB((xoayo);r) n A4

Els maxims 1 minims locals es denominen conjuntament extrems locals o relatius de la
funcié. Vegem alguns exemples amb representaci6 grafica de wxMaxima.

Minim local:

(%il) fi{x,y)i=x"24+y"2;
(%%o0l) fi(x,y):= }c2+'}r2

(%0i2) wxplot3d(fi(x,v), [x,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

y"2ey"2

58
48
38
28

(%t2) 18
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Maxim local:

%oi3) f2(x,y)i=1-x"2-y"2;
(%%03) f2(x,v):= 1—}:2—'}-‘2

(%6M) wxplot3d(f2(x,y), [x,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

LT T

18

=18
=28
=38
=48
=58

(%t4)

Condicié necessaria d’extrem local. Si una funci6 f:A40R’ -~ R té un extrem
local en un punt (xo, yo) A i la funcid és diferenciable en aquest punt, aleshores es

compleix
Dxf(xoﬂyo) =Dyf(x0,y0) =0

Aquesta condici6 significa que la diferencial en el punt és 1’aplicaci6 nul-la i que el pla
tangent a la superficie z = f(x,y) en el punt (xo, Vor 2o = f(x,, yo)) ¢s horitzontal.

Cal observar que el reciproc no és cert, és a dir, complint-se la condicié de derivades
parcials nul-les, pot ser que la funci6 no tingui cap extrem local en aquest punt, com per

exemple, la funcié f(x,y)=x"+)°, en el punt (0,0).

Punts critics d’una funcié. S’anomenen punts critics d’una funci6 aquells en els quals
les derivades parcials de primer ordre son nul-les. El resultat anterior estableix que, per
a una funci6 diferenciable, tot extrem local és un punt critic; aixi mateix, queda clar que
no tot punt critic correspon a un extrem local. Un punt critic en el qual no hi ha extrem
local, s’anomena punt de sella. Aixi mateix pot haver-hi un extrem local en un punt on
la funcio6 no sigui diferenciable.
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Exemple de punt de sella:

(%I3) f3(x,y)i=x"3+y"™3;

(%05) f3(x,y):= }:3+‘}r3

(%aie) wxplot3d(f3(x,v), [%,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

gy I+et3

(%t6)

Exemple de minim local que no és punt critic:

(%oi7) f4(x,y):=+sqrt(x"2 + y~2);

4

(%07) f4(}:,'}f):=*\4|}c2+'}f2

(%i8) wxplot3d{f4{x,v), [%,-5,5], [v,-5,5],
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

sqri{y”2+u™2}

(2%t8)

--R ol LI L [ RN ] -]
[=-R ol R T L N -]

T T T T T T 11
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Condicions suficients d’extrem local. Considerem f:40OR’ — R diferenciable i

suposem que (xo, yO)DA és un punt critic de la funcido. El signe de la diferéncia

f(x,y)~ f(x,,¥,) esta donat per la forma quadratica d’ f(xO’yO)(h(z)) i es compleix:

+ Si 4 f(x()’yo)(h(z)) =20 en un entorn del punt (xo, yo) [14, aleshores hi haura un
minim local en aquest punt;

e Si dzf(x()’yo)(h(z)) <0 en un entorn del punt (xo,yo) [JA, aleshores hi haura un
maxim local en aquest punt;

e Si dzf(x()’yo)(h(z)) no té signe constant en un entorn del punt (xo,yO)DA,
aleshores no hi ha extrem local (punt de sella).

+ Sino es pot saber si d’ f(xO’yO)(h(z)) té signe constant en un entorn del punt

(xo, yo) [J A4, aleshores no es pot saber si hi ha o no extrem local.

Per saber quan es compleix cada una d’aquestes condicions, recordem que I’expressio
\ L 2 )\ =«
de la forma quadratica d”f.,  (h'7) és

2 2 X=X
df(xO,yO)(h())z(x—xo y_yo)Hf(XO’yO){y_ J

Yo

El signe de la forma quadratica es pot determinar mitjangant els valors propis de la
matriu hessiana Hf (x,,y,), que existeixen i son reals, ja que aquesta matriu és

simetrica. A més, el signe d’aquests valors propis esta determinat pels menors principals
de la matriu, de la manera segiient. Si es designa:

Hf (x,, ) :(Dxxf(xoayo) nyf(xoryo)j _{A Bj

D, f(x,y,) D, f(x.%)) \B C

aleshores:

+ Sies compleix AC—B”>0, aleshores els valors propis séon del mateix signe,
verificant-se que:

-Si A4>0 els valors propis son estrictament positius 1 la forma quadratica és
definida positiva, i en aquest cas I’extrem local és un minim.

-Si A<0 els valors propis son estrictament negatius i la forma quadratica és
definida negativa, 1 en aquest cas I’extrem local és un maxim.

+ Sies compleix AC—B* <0, aleshores els valors propis sén de signe diferent, i
en aquest cas la forma quadratica és indefinida i no hi ha extrem local, és a dir,
es tracta d’un punt de sella.

» Si es compleix AC—-B* =0, aleshores algun dels valors propis és zero i el
criteri no permet decidir sobre la naturalesa del punt critic.
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Exemple 11.4.1. Es considera la funcio diferenciable f(x,y)=x"+3xy> -15x—-12y.
Es tracta d’estudiar els extrems locals d’aquesta funcio.

Definim la funci6 amb wxMaxima i calculem les derivades parcials de primer ordre:

X*y~2-15%%-12%y:

(%il) f(x,v):=x"34+3%x
3 xy?+(-15)x+(-12)y

(%%01) f(x, '}fj =X

(%i2) diff(f(x,v),x); diff(f(x,v), v);
(%02) 3y +3x%-15
(%03) bxy-12

(%) Dxflx,y):=3%y"243%x"2-15; Drf(x, v ) =6%x*y-12;
(%04) Dxf(x,v): —3'}r +3x%-15
(%05) Dyf(x,y):=6xy-12

Escrivim les equacions que resulten d’igualar a zero les derivades parcials 1 resolem el
sistema d’equacions:

(%i6) Eql:Dxf(x,y)=0;, Eg2:Dyf(x,yv)=0;, algsys([Eql, Eq2], [x
(%06) 3y%+3x%-15=0

(%%07) 6xy-12=0

(%08) [[x=2,y=1],[x=1,y=2],[x=-1,y=-2],[x=-2,y=-1]]

Les solucions d’aquest sistema son:
B(2.1); A (1,2); B(~1,-2): B(~2,~1)
Calcul de la matriu hessiana en un punt (x,)):
(%i9) 'Hf(x,v) = Hf: hessian(f(x,v), [x,v]);

Ex 6y
(9%09) HF(x, y)= { ) Ex]

Estudi de cada un dels punts critics.
Punt P1(2,1):
(%il0) 'Hf(2,1)= Hf_P1: subst([x=2,y=1],Hf);

12 B
(%010) HF(2,1)= { 12]
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(%il11) determinant(Hf_P1);
(%o011) 108

Per tant la funci6 té un minim local en P1(2,1).
Punt P2(1,2):
(%i12) 'Hf(1,2)= Hf_P2: subst([x=1,y=2],Hf);

6 12
(%012) Hf[i,zj:{ E]

12

(%i13) determinant(Hf_P2);
(%013) -108

Per tant la funci6 té un punt de sella en P2(1,2).
Punt P3(-1, -2):
(%il4) 'Hf(-1,-2)= Hf_P3: subst([x=-1,y=-2],Hf);

-6 -12
('3,-*&.014}|Hf(—1,—2j:{_12 ]

-b

(%i15) determinant(Hf_P3);
(%015) -108

Per tant la funcio té un punt de sella en P3(-1, —2).
Punt P4(-2, -1):
%il6) 'Hf(-2,-1)= Hf_P4: subst([x=-2,y=-1],Hf);

-12 -6
(emmﬁf(-z,-ﬂ{_ﬁ ]

-12

(%il7) determinant(Hf_P4);
(%017) 108

Per tant la funcio t€¢ un maxim local en el punt P4(-2, —1).
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Exemple 11.4.2. Es considera la funcié diferenciable f(x,y)=(x+ y)*. Es tracta
d’estudiar els extrems locals d’aquesta funcio.

Definim la funci6 amb wxMaxima i calculem les derivades parcials de primer ordre:

(%il) fOx,y)i=(x+y)™2;  diff(fcy),x);  diff(fix, ), v);
(%01) f(x,y):=(x+y)?

(%02) 2 (y+x)

(%03) 2(y+x)

(%) Dxf(x,y):=2%(x+v); Dyf(x, v ) =2%(x+y);
(%o04) Dxf(x,y):=2(x+vy)
(%05) Dyf(x,y)i=2(x+vy)

Escrivim les equacions que resulten d’igualar a zero les derivades parcials i resolem el
sistema d’equacions:

(%ib) Eql:Dxf(x,v)=0;  Eq2:Dyf(x,y)=0,
algsys([Eql, Eq2], [x,v]);
(%006) 2(y+x)=0
(%07) 2(y+x)=0
(%008) [[x=%r7,y=-%r7]]

La soluci6 d’aquest sistema és P(x,,—x,). Calcul de la matriu hessiana en un punt (x,y):
(%i9) 'Hf(x,yv)=Hfxy:hessian(f(x,y), [x,v]);

202
{'?-"nangf[}:,yj:L 2]

© (%il0) determinant(Hfxy);
(%010) 0

Per tant, el criteri no permet decidir sobre la naturalesa dels punts critics de la funcio.
Tanmateix, observi’s que es compleix f(x,y)=0, O(x,»)0OR* i que en els punts
P(x,,—x,) la funcié compleix f(x,,—x,)=0 1, per tant, en aquests punts la funcio

assoleix el seu minim absolut, tal com es pot veure a la representacié grafica de la
funcio.
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(I:el3|11:' .'---'.Hp"ﬂtEfl(f(H.-‘}":la :Ha_iai:a :l‘:".-'_i-'i:"
[gnuplot_preamble, "set hidden3d"])s

4

{y+x) "2

1849

188 r._ Fil:]

ga [ " GA

z 6a 48
a8

Ts 28

(%at11) 28 | o

B -

11.4.2 Extrems condicionats. El metode de Lagrange.
Considerem una funci6 real de dues variables f:A40R’ — R; si es considera un

subconjunt U [0 4 definit per U ={(x, y):g(x,y)= 0} els extrems de la restriccio de f°

al subconjunt U s’anomenen extrems condicionats o lligats de f . La funcid f
s’acostuma a denominar funci6 objectiu.

El meétode de Lagrange consisteix en considerar I’anomenada funcié de Lagrange

L(x,y,A) = f(x,y)+Ag(x,y)

1 resoldre el sistema homogeni format per les 3 equacions segiients: les derivades
parcials de primer ordre de la funci6 igualades a zero (2 equacions) 1 I’equaci6 definida
per la condicio, és a dir, determinar les solucions del sistema:

D L(x,y,A)=D, f(x,y)+AD g(x,y)=0
D L(x,y,A)=D, f(x,y)+AD g(x,y) =0
g(x,y)=0

Aquest metode s’aplica per calcular els extrems absoluts d’una funcid, concretament
quan la condicid expressa la pertinenga del punt a la frontera del conjunt.
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11.4.3 Extrems absoluts d’una funcié sobre un compacte.
Considerem una funcié real de dues variables f:4OR*> - R; es diu que la funcio té

un maxim absolut en el punt (xo, yo) [JA sies compleix

f(x0.35) 2 f(x,»), O, )04

De manera analoga, es diu que la funcié t€ un minim absolut en el punt (xo, yo) A si

es compleix

f(x0.5) < f(x,p), O, )04

Els maxims 1 minims absoluts es denominen conjuntament extrems absoluts de la
funcid.

Calcul d’extrems absoluts d’una funcié. Si una funci6 f: 40R> - R és continua
en el seu camp d’existéncia 4, el teorema de Weierstrass estableix que la funcio6 assoleix
extrems absoluts en qualsevol subconjunt W [1 4 si aquest subconjunt és tancat 1 acotat
(és a dir, compacte). Els extrems absoluts d’una funcié en un subconjunt compacte W
s’assoleixen en alguna de les situacions segiients:

* Punts critics de ’interior de W, en els quals la funci6 sigui diferenciable;

* Punts de I’interior de W, en els quals la funci6 no sigui diferenciable.

e Punts de la frontera de W;

* Punts de la frontera de W en els quals no hi hagi recta tangent.
Per tant, per tal de determinar els extrems absoluts d’una funci6 en un subconjunt
compacte cal determinar en cada un dels casos els punts en els quals la funcio6 pot tenir
un extrem: en el primer cas, es calculen els extrems locals; en el segon cas cal
determinar els punts en que la funcid no sigui diferenciable 1 fer una analisi local; en el
tercer cal aplicar el métode de Lagrange amb la condicié de pertanyer a la frontera i,

finalment, estudiar si és el cas, els punts en que la frontera no té recta tangent (frontera
no derivable).

Exemple 11.4.3. Es tracta de calcular els extrems absoluts de la funcio
fOu,p)=2(x=1D)"+2(y =1, (x,y)€R?
en el conjunt que s’indica:
W:{(x,y): '+ y° —9§0,xy20}

A la Figura 11.4.1 es representa esquematicament aquest conjunt.
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4.0

3.0

-4.0

40 4

Figura 11.4.1

S’observa que el domini de la funci6 és R* i que la funcié és diferenciable, i per tant és
continua, en el seu domini. El subconjunt W és tancat 1 acotat, és a dir compacte 1, per
tant, la funcio té extrems absoluts en aquest subconjunt.

Definim la funcié6 i calculem els punts critics de la funci6 en I’interior de W:

(%il) f(x,v):=2%(x-1)"242%(y-1)"2;
(%o01) F(x,y)i=2 (x-1)2+2 (y-1)?

(%i2) Dxf=diff(f(x,v), x); Dyf=diff(f(x,v), v);
(%02) Dxf=4(x-1)
(%03) Dyf =4(y-1)

L’ tnic punt critic és P1(1,1).
La frontera de W és el conjunt:
8W:{x2+y2 :9,xy20}u{x:0,—3§y§3}u{y:0,—3§x§3}.

Caldra estudiar la funci6 de Lagrange en cada un dels tres subconjunts i en els punts en
els quals la frontera no és derivable: (0,0), (—3,0), (3,0), (0, —3) 1 (0,3).

Calculem la funcié de Lagrange en el primer conjunt 1 plantegem 1 resolem el sistema
d’equacions que resulten d’igualar les derivades parcials a zero:
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(%6150 L1k, y,a)=f(x y)+a™* 24y ™ 2-97;
Eqladffiliix,y,a), x)=0; Eqib:diffil1ix,y,a), v)1=0; Eqlc.dffiLilx,y,a), ai=0;
algsys([Eqla, Eqlb, Eqlc], [x,y,a]);
(%ooS) Li(x,y,a):=flx,y)1+a (><2+y2—9)
(%oB) Zax+4ix-1)=0
(%o7) 2ay+4i(y-1)=0
(9608) y© +x°-9=0
3 2321

XA

3 3 2325
(%09) [[x=—F=,v=
2

3
-"\I'_‘ J\I_?I.E,l: 3 ]J[XZ_EJV

3wl 3

Solucions del sistema: P2[

Calculem la funcié de Lagrange en el segon conjunt i plantegem 1 resolem el sistema
d’equacions que resulten d’igualar les derivades parcials a zero:

C(%12) L2(x,y b =F(x,y )bk
Eq2adffil2lx,v b, =0, Eqzbediffil2ix,v,b], vi1=0; Eqac.diff(Lz(x,y b, Bi=0;
algsysi[Eq2a, Eq2b, Eq2c], [x,v,b]);
(%eol2) L20x, v, bli=flx,vi+b =

(96013) 4 (x-11+b=0

(Yeol14) 4 (y-1)1=0

(%0015) x=0

(%olt) [[x=0,y=1,b=4]]

Solucid del sistema: P4(0,1).

Calculem la funci6é de Lagrange en el tercer conjunt i plantegem i resolem el sistema
d’equacions que resulten d’igualar les derivades parcials a zero:

(%0il2) L300y, o=t v o™y,
Eqza:diff(L30x,y,c), =)=0; Eqzbdiff(L30x,y, 2, vi=0; Eqzc.diff(L3(x,y,c), ¢)=0;
algsys([Eaza, Eq3b, Eqzc], [x,v,cl);
(Uol8) L30x, v, chi=1f{x,vi+cy
(%0193 4 (x-1)=0
(Y0201 4 (y-11+c=0
(Yo2l)y=0
(Yo22) [[x=1,y=0,c=4]]

Solucié del sistema: P5(1,0).
Ara calculem el valor de la funcid en cada un dels punts determinats:

(%ei24) 'f(1,1)=f(1,1);
(%024) f(1,1)=0
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(%0i25) 'f(P2)=f(3/sqrt(2),3/sqrt(2)), numer;

'f[PE}:f(-3_.-"5qrt(2},-3_.-"5c|rt()£j:}, NUMer;
(%025) f(P2)=5.029437251522857
(%026) f(P3)=238.97056274847714
(%277 T(P4)=f(0,1);  'fFSI=f(1,07;
(%027) f(P4)=2
(%028) f(P5)=2

(9629) 'FPEI=F(0,03; ‘'FP7I=f(3,0); 'fIPSI=F(0,3);
FPDI=F(-3,00; FP10I=F(0,-3);
(%0297 F(PE)=4
(%030) f(P7)= 10
(%031) f(P8)= 10
(%6032) F(P9)=34
(%033) F(P10)=34

A la Figura 11.4.2 es representen els punts en els quals es calcula el valor de la funcid

per tal de determinar els extrems absoluts.

4.0 7

T
-4.0

-4.40 -

Figura 11.4.2

Finalment calculem el minim i el maxim d’aquest conjunt de valors:

(%624 min(F(1,1), f(3/2grt2),3/sqrt(2)), f(-3/5grt(2),-3/5grt(2])],
f(D.llj.l fl:l..[:'j.. ﬂ:B.lD:I.I ﬂ:D.IB:I.I f(DJD)J ﬂ:_B.le.l ﬂ:D.l_Bj j.l FILmEr,

(%0347 0

Tema 11: Funcions inverses. Funcions implicites. Férmula de Taylor. Extrems

37



(%025 max(fi1, 1), f(2/sgrt(2),3fsqrt(2)), f-3fsqrt(2),-3/sqrt( 23],
fli[:l,j_:l, flij_'ll:lj} F(BJD:I.I F(DJBL f(DJDL fli—BJI:I:IJ F(D.‘_Bj :I.l MUmer;
(%0350 38 970562748477 14

Per tant el minim absolut és al punt P1(1,1) i el maxim absolut al punt P3 [—%, —%] .
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