Tema 10

Funcions de diverses variables. Limits,
continuitat i diferenciabilitat.

Objectius:
1. Definir funcions de diverses variables amb wxMaxima. Calcular amb funcions
de diverses variables.
Representar funcions de dues variables graficament. Practicar amb les diverses
opcions.
Calcular limits de funcions reals de diverses variables.
Estudiar la continuitat de funcions de diverses variables.
Calcular derivades parcials de funcions reals de diverses variables
Calcular matrius jacobianes y estudiar les propietats.
Calcular derivades d’ordre superior de funcions de diverses variables.
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Continguts:
10-1. Funcions de diverses variables.
10-2. Representacié grafica de funcions reals de dues variables.
10-3. Limits de funcions reals de dues variables. Continuitat.
10-4. Derivades parcials. Derivades direccionals. Derivades d’ordre superior.
10-5. Matriu jacobiana. Diferenciabilitat. La regla de la cadena.
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10-1.- Funcions de diverses variables.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_10-1.wxm.
10.1.1 Funcions reals de diverses variables.

S’anomena funcio real de diverses variables o camp escalar, qualsevol terna (4, B, f)

enlaqual ACR",BCR i f és una correspondéncia entre els dos conjunts, tal que
per a tot element x[JA existeix un Unic element assignat y[1B. Per expressar una
funciéo real de diverses variables és habitual escriure una equacié de la forma
y=f(x,x,..,x,), x€ ACR".

Notacio:
« Sin=2,s’acostuma a escriure x, =x,x, = y.

« Sin=3,s’acostuma a escriure X, =X,X, = },X; =Z.

Per calcular el domini o camp d’existéncia d’una funci6 real de diverses variables, cal
establir el major subconjunt en el qual té sentit 1’expressid que determina el valor de la
imatge.

Vegem com es defineixen les funcions reals de diverses variables amb wxMaxima
mitjangant alguns exemples.

Exemple 10.1.1.

(a) Es considera la funci6 definida per: f(x,y)=2(x—1)" +2(y—1)’

Per definir-la se segueix una sintaxi molt similar al cas de funcions reals de variable
real:

(%) F10ey =2 - 1) 24 2% - 10720
(%01) F10¢,y)i=2 (x- 107 + 2 (y-1)°

Per calcular el valor de la funcié en un punt, senzillament:

(%i2) 'F1(2,3)=F1(2,3);
(%02) f1(2,3)=10

(b) El volum d’un cilindre recte circular és un numero real positiu que depen del radi de
la base (r) 1 de I’altura (k) 1, per tant, es pot expressar mitjancant una funcio real de dues

variables: V(r,h)=m’h, r,h>0.
Aleshores:
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(%0i2) Vir,h) =% 2%,
(%03) V(r, h)i=nr®h
(%id) V(5,7 1=W(5,7);
(%04) V(5,7)=175 =

(c) Funcio real de tres variables

(%S 20y, 20 =(x+y )" 24expiz);
t201,2,2)=ft2(1,2,2);

(%o0S) f2(x,y,z)=(x +~f}|2 +explz)
(%06) F2(1,2,3)=%e>+9

(d) Funcid real de quatre variables:

(%7 ) T30,y L, v =™ 24 324 " 2 exp (v )]
t201,-1,1,21=f3(1,-1,1,23;

(%007 ) f3(x,y,u,vj:z><2+><3 y+(—2)u2+exp(vj
(%08) f3(1,-1,1,2)= %e-2

10.1.2.- Operacions amb funcions reals de diverses variables

Es poden dur a terme operacions amb funcions reals de diverses variables. Considerem
per exemple les funcions reals de dues variables:

L) =2 +y +1; fi(x,y)=x"sin(x+ )
Definici6 de les funcions amb wxMaxima;:

(%il) Fl0<y h=2%0™ 240y ™ 241, f2lx v hi=x"2%sin(x+y ),
(%ool) filx,y =2 ><2+~f2+ 1
(Yoo2) f2(x,v )= %2 SNl x4y )

Suma:

(%0i3) (P10, )+ 20,y ))=T10y )+ 20x, ),
(%003 f2(><,y)+f1(><,vj:x2 Siniy +><j+~,.f2+2 %% +1

Producte per un escalar:
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(%) (A% 10y D=2 10,y ),
(%od) afl(x,y)=a (y2+2 % 4 1]
(%65 expand(%a);

(%05 aflix,yv)=a y2+ 2ax®+a

Producte:

(%617 ) (L0 200,y )=t 10,y )20, v )

(%007 ) fl(x,yjfE(x,ﬂ:xz [y2+2 %2 4 1isiniy +x)

(%6i8) expand(%a);

(%002 fl(x,yjfz(x,yj:xz ?2 siny +x )+ 2 x Sir‘II:‘;.-“+>(:I+D<2 iy +x)

Quocient:

(90i2) TFL0x,y 1 20x, v ))=F10 v 20, y);

1, 242 uf+1
(%09) 6, y) v

20,Y) %2 sin(y+x)

10.1.3.- Funcions vectorials de diverses variables.

S’anomena funcié vectorial de diverses variables o camp vectorial, qualsevol terna
(A,B,f) enlaqual ACR",BCR"™ i f és una correspondéncia entre els dos
conjunts, tal que per a tot element x[JA4 existeix un unic element assignat y[IB.

Per expressar una funcié vectorial de diverses variables és habitual escriure un vector
definit mitjancant les components de la funcid, que sén funcions reals de diverses
variables. Aixi, doncs:

(X% x,) = (fl(xl,x2,...,xn),...,fm(x1,x2,...,x,,)), xe ACR"
Vegem la definicié amb wxMaxima mitjangant un exemple:

(%l F10y, 2 h=x"2+y-sin(z); falx, v,z =z exp x4y,
flo w2 n=[F10x,y,2) F 209,20 ];
(%ool) fi[x,v,zj:=x2+v—sin[z]
(Yo f2(x,v,2) =z explx+y)
(Yoo fx, v, 2n=[f1lx,y,z),f2(x,v,z)]

(%id) 'f(1,2,-1)=F(1,2,-1);
(%041 f(1,2,-1)=[=n(1)+3,- %e’ ]
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10.1.4.- Operacions amb funcions vectorials de diverses variables

Si es consideren dues funcions:
fi4CR"—=R", g:4, CR"—=R"

es poden dur a terme component a component les operacions suma i producte per un
escalar real.

Suma:

(%0il) f1ie,y,zh=x"2+y-sin(z); falx,y, 2=z %explx+y);
fl v,z =10y, 20, f20x,y,20];
(%001 fl(x,y,zj::x2+v-sir‘|(z)
(Yoo2) f2(x, v, 2) =z explx 4y
(%002) flux, v, 2i=[f10x,y,2),f2(x,v, 2]

(%) glix,y,z )i =2% 2y ™24 3%+, g2,y 2=z 2% Ny ),

a(x,y,z):=[gllx,v,2),92(x,vy.2)];
(%od) gli(x,y,z)h=2 ><2+y2+3 z+1

(%005 g2(><,y,zj:=22 Sinlx+y)
(%000) glx,v,z)i=[gllx,y,z),92(x,v,2)]

(%7 (F+gity,z))=foy,z) + glxy,z);
(9607) (g+)0x,y,2)=[-sn(z)+3 z+y  +y+3 x°+1,snly +x) 2"+ %e’ T 2]

Producte per un escalar real:

(%0i8) '((af)(x,y,2))=a™(x,y 2);
(%08) af(x,y,z)=[al(-sn(z)+y +x7),a %e’*¥z]

Producte escalar:

(%0i9) fix,v,z).9(%,v,2);

(%09) (3 z+y2+2 x%+1) (-sin(z)+y +x%)+%e" ¥ sin(y +x) z°
Si es consideren dues funcions vectorials
fi4ACR"—=R", g:4, CR" —=R”

es defineix la funcié composta go f mitjangant:
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(ge ) =g(f(x); Dom(gof)={x04, f(x)04}
Per exemple:

(%il) fi(r,a).=r*cos(theta); f2(r,a):=r*sin(theta);
Q= i=sqri(R"2 - x™2 - y™2),
Fir,a)=gifilr theta), f2ir thetal);

(%ol) fi(r,a):=r cos(a)

(%oz) f2(r,a):=rsin(a)
(%03) g(x, v )i =ARF-x% -y

(%ood) Fir, aj=\JIF{2—r2 Sir‘|(ej|2—r2 cos(ejzl

(%6iS) trigsimp(%a);

(%05 Fir, aj=w|F{2—r2

Vegem un altre exemple:

(%6i1) gix,y,z) =x*y " 2+exp(z);
flt)=2%+1; f2(th=t"2+2, f2(t)==in(t);
fiey=[F1(t), f2(t), f3(t)];

(%01) g(x,v,z)i=x y° +exp(z)
(%o2) filt=2t+1
(%03) f2(t) =t + 2
(%od) f3(t):=sin(t)
(%005 f(t):=[f1(t]), f20t), f20t)]

(i) (glf(t))=glf1(t),f2(t), 30t
(%08) g(FE))= %™ (2 64 1) (12420
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10-2.- Representacio grafica de funcions reals de dues variables.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_10-2.wxm.

Per representar graficament una funcio real de dues variables cal:
1) Definir la funcio
2) Aplicar les opcions del menu “Gréficos 3D”, seleccionant les opcions que més
interessin per a la representacio grafica que es vol fer.

El quadre de dialeg de Graficos 3D és:

Graficos 3D

Expiresion iH |
varisble: (x| De: |5 | Hasta: |5 |
varable: |v | De: E—S | Hastar |5 |
Cvmdhiclar |30 |5 x |30 %
Farmata: | enlinea v
Opeiones: | v| [pmaD
Grafico o archivo: | |
“ Aceptar | | Cancelar |

Breu descripci6 de les opcions del quadre:

* Expresion: cal escriure la notaci6 assignada a la funcid.

* Variable x: cal especificar el rang de la variable x.

* Variable y: cal especificar el rang de la variable y.

* Cuadricula: opcidé per modificar la graduaci6 de la malla en la qual es fa la
grafica.

* Formato: hi ha quatre opcions: predeterminado, en linea, gnuplot i openmath.
Fan referéncia a quatre formats de sortida de la grafica que es veuran als
Exemples.

Graficos 3D

r 1
Expresion |£1i(x,¥) |
Yariable: Ix Det |—5 | Hasta: 55 |
Yariable: | ¥ | De: |—5 | Hasta: 5 |
L L L 1§
Cuadricula: | 30 | % |=0 [
Formato: | |
redeterminado
Opciones: s | [pmam
gnuplak P
Grafico al archivo: !openmath
[ Aceptar ] [ Cancelar ]
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* Opciones: hi ha sis opcions que configuren la forma de la grafica, tal com es
veura als Exemples.

Graficos 3D X

% |

{ I
Variable: | x | D! |—5 | Hasta: |5 |

Expresidn

Aariable: iY | D |—5 ! Hasta: !5 |

Cuadricuta: | 30 | : x | 30 | t

Formato: | en linza v|

Opciones: | [Cpm3p
set pm3d at b

Grafico al archivo:  |set pm3d at s; unset surf; unset colorbos
|set pm3d map; unsek surf

set hidden3d

set mapping sphetical Cancelar

set mapping cylindrical

Exemple 10.2.1. Es fara la representacio grafica en diferents formats de la funcio

Fiey)=2(x=1)* +2(y—1)°
Definici6 de la funcid:

(i) 20y hi=x™2-y "2,
(%ol f2(x,y )= xz—yz

Grafic amb el format “predeterminado” havent fet una rotacid de la grafica obtinguda:

24(y-1)2+2*(x-1)"2

160
140
120
100
80
60
40
20

Grafic amb el format “en linea” i diferents opcions
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I:D[DB) WXDlOBd(fl(XJV), [X,-5,5], [YJ_S.IS].I
[gnuplot_preamble, "set pm2d at bB"])%

2% {y=13"24+2%{n~13"2

(9643)

(D,fc.H:] WXplOBd(fi(X,Y), [X.’_SJS]J [YJ_S.'S].'
[gnuplot_preamble, "set hiddenzd" )3

2x{y=1}"2+42%{x=-1)"2

(%t4)

(D’IDE) WXDlOBd(fl(XJY)J [XJ_5J5]J [YJ_5J5:|.I
[gruplot_prearrble, "set pra2d at s; unset surf; unset colorbox"10%

(%15)

10
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Exemple 10.2.2. Es fara la representacio grafica en diferents formats de la funcio
ﬁ(x:y):xz _y2
Definici6 de la funci6:

(i) FA0cy i=2% -1 24 2= 1172,
(%01} F10x, v )= 2 (x- 107 +2 (y-1)°
El format “predeterminado” obre una finestra que permet veure la grafica amb diferents

angles i perspectives. Es recomana aplicar aquesta opcid en el fitxer d’aquest apartat.
Amb I’opci6 “en linea” el grafic queda “enganxat™ al propi fitxer de calculs.

Grafic amb el format “predeterminado” havent fet una rotacié de la grafica obtinguda:

X'2-y"2

Grafic amb el format “en linea” i diferents opcions

(C'f,:,B:] WXDlOBd(f2(XJ\y’), [X,-5J51. [YJ_SJE]J
[anuplot_preamble, "set pmzd at b" ]

H™B=y™32

(%0t3)
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(D’HDH) WXD|Ot3d(f2I:XI,Y)I, [XJ-5J5]J [Y,.'5,.5:|,|
[gnuplot_preamble, "set hiddenzd" )3

H2=y™2
38
30 20
28 ;3
18
2 8 -18
(%t4) -18 -28
-26 -30

(D’HC'E) WXplOBd(f2(X,Y), [X.’_SJS]J [YJ_S.'S].'
[gruplot_prearrble, "set prm3d at s; unset surf; unset colorbox" 1%

a =18
[ %ot=) 1o
=38
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10-3.- Limits de funcions reals de dues variables. Continuitat

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_10-3.wxm.

Limit en un punt d’una funcio real de dues variables.

Si f:ACR*>—R i (x,,),) és un punt d’acumulacio del camp d’existéncia de la
funcio, es diu que la funci6 té limit L€ R en el punt (x,,),) si qualsevol que sigui
>0 existeix 0>0 tal que per a tot (x, y)D(B* ((xo,yo);J)) N A es compleix
|f(x, ») —L| <¢&.Notacio: L= (x’y)lir(l)}o’yo) f(x,y).

El limit d’una funci6 en un punt, si existeix, ¢s unic.

Limit en un punt d’una funcié real de dues variables segons un subconjunt

Si f:ACR> =R, (x,,y,)04 i WCR?, es diu que la funcié té limit LR en el
punt (x,,,) segons el subconjunt ¥, si qualsevol que sigui &€ >0 existeix >0 tal
que per atot (x,y)0 (B* ((xo,yo); 5)) N W es compleix |f(x,y) —L| <¢.

Notaci6:
L=1m f obe L= Ilm f(x,y)

(x9,%0) (x,0) = (x0.¥0)
w (x,y)aw

Si el subconjunt W €s una recta, el limit s’anomena direccional.

Si existeixen dos subconjunts W, tals que el limit respectiu de la funcié en el punt
segons cada un d’ells és diferent, aleshores el limit de la funci6 en el punt no existeix.

En wxMaxima no hi ha cap instruccié implementada per calcular el limit de funcions de
dues ni de més variables. Per tant, cal aplicar els criteris a aquest efecte aplicant els
calculs amb el programa.

Exemple 10.3.1. Es considera la funcio:

2

2x7y .
x,y)=———, si(x,y)=(0,0
f(x,p) IE (x,»)=(0,0)

El domini d’aquesta funcié és 4 =R’ —{(O, O)} i el punt (0,0) és un punt d’acumu-

lacié de 4. Verifiquem que %})rg f =0. En efecte:

2x7y |_ 2x’
2x2—|—y2‘ 2x° +y

| (x, ) —0| = <[y <e
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sempre que |(x,»)=(0,0)| =+y/x* +)* <J,amb J<¢.

Exemple 10.3.2. Es considera la funcié:

2

f(ny)=——, si(xy)#(0,0)
x ty

El domini d’aquesta funci6 és A:]Rz—{(0,0)} i el punt (0,0) és un punt
d’acumulaci6 de A. Si es considera el subconjunt W:{(x, y): y:mx} que ¢s una

recta que passa per I’origen, aleshores el limit (direccional) de la funcid segons aquest
subconjunt en el punt és:

(%il) f(x,v)i=(x"2)/(x"2+y"2);

2
(%01) f(x,y):i=—
w22

¥

(%ai2) fx,m*x);

2

m? x%+x2

(%02)

%i3) Li=limit( f(x,m*x) , %, 0);

(%03) L1=
m2+1

Per tant el limit direccional depén de la recta i en conclusid, el limit de la funcio6 en el
punt (0,0) no existeix.

Limits reiterats. Si f:ACR* —R i (%,,v,) 04", s’anomenen limits reiterats de la
funcio6 en aquest punt, els limits segiients:

L, =lim (lim f(x, y)) ; L, =lim ( lim f(x, y))

Y—=Yo \*X—-Xy X=X \V—-)o
Calcul amb wxMaxima:

(%il) limit { imit(f(x,v), v, ¥v0) , %, =x0);
(%o1) lim lm f(x,y)

% — X0 ¥ — 0
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(%i2) limit { imit(f(x,v), =, x0), v, v0);
(%02) lm lim f(x,y)

? _:’\?'.D}{ _:‘}{l:l

Propietats dels limits reiterats:
«  Si existeix el limit de la funci6 L = lim f, aleshores qualsevol dels limits reiterats

(%0-¥0)
que existeixi ha de tenir aquest valor.
« Pot ser que algun dels limits reiterats o ambdos no existeixin i si que existeixi el

limit de la funci6 L = (lim) f
0,0

«  Si els limits reiterats existeixen perd son diferents, aleshores el limit de la funcié en
el punt no existeix.

« Si els limits reiterats existeixen i son iguals, aixd no implica que el limit de la
funcio en el punt existeixi.

Exemple 10.3.3. Es considera la funcio6 definida per
2

[0 =—2=, si(x,y)=(0,0).
X' +y

Aleshores es compleix:

(%il) fx,v)i=(x"2 * v)/(x™4+y"™2);
WY 2y
(%01) f(x’ﬂ:z}ﬁJ, >

Limits reiterats a I’origen:

(%i2) 'Lyx(0,0) = limit ( imik(f(x,y), v, 0), %, 0);
(%02) Lyx(0,0)=0

(%i3) 'Lxy(0,0) = Imit ( imit(f(x,v), x, 0), v, 0);
(%03) Lxy(0,0)=0

Aixi, doncs, els limits reiterats a I’origen existeixen i son iguals. Tanmateix calculem el
, . . . \ s 7 2
limit direccional segons les paraboles d’equacié y = x":

(%i4) 'LLy=x"2](0,0) = limit{f{x,x"2), %, 0);
(%o4) L _ {U,U)=5

Per tant, el limit de la funcid a I’origen no existeix.
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Exemple 10.3.4. Es considera la funcié definida per:

0, six=00y=0
Aleshores es compleix:

(%il) fx,v):=0x + y)¥sin(1/x)*sin(1/y);
(1) (1)
(%ol) f(x,v):i=(x+vy) sin!;,5|n!:,
Bt WY

Limits reiterats a 1’origen:
g

(%i2) 'Lyx(0,0) = limit ( imit{f(x,v), v, 0), %, 0);
(%02) Lyx(0,0)=ind

(%i3) 'Lxy(0,0) = limit { imic(f(x,y), =, 0), v, 0);
(%03) Lxy(0, 0)=ind

Aixi, doncs, els limits reiterats a 1’origen no existeixen. Tanmateix el limit de la funcié
a l’origen existeix i val 0 ja que és el producte d’una funci6 de limit O per una funci6
fitada.

El Teorema de descomposicio del domini.
Sigui f:ACR*—R i (x,,5,) un punt d’acumulacié del domini. Si el domini de la
funcio es descompon en reuni6 finita de subconjunts 4 =W, U---UW, i es compleix

que L= (lim) f, k=12,...,p aleshores es verifica que (lim)f =L.
Xo,Yo X0,Y0
W

XY
Exemple 10.3.5. Per calcular el limit lime—l aplicarem el teorema de

(0,0) ,x2+y2

descomposicié del domini, de la manera segiient:

A=R>—{(0,0)} =W, UW,UW, =
:{(x,y)E]Rz:x:O,y:tO}U{(x,y)E]Rz:x:tO,y:O}U{(x,y)E]Rz:x:ﬁO,y:ﬁO}

verificant-se que:
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(%il) f(x,v):=(%e™(x%y) - 1) / sqri(x™2 + yv™2) ;
GpeX ¥ -

(%01) f{}:,'}r]::z—

X +1?"2

(%i2) 'LW1(0,0) = lImit(f(0,v), %, 0);
(%02) LW1(0,0)=0

(%i3) 'LW2(0,0) = limit(f(x,0), v, 0);
(%03) LW2(0,0)=0

El limit segons el tercer subconjunt es calcula mitjangant:

. eV —1 xy . eV —1 X
lim . =lim . y=1-fitada-0=10
W Py 40w ey
. .oev -1
Per tant, es compleix que lim——==0.

(0,0) /xz + yz

Continuitat de funcions reals de dues variables

Si f:ACR>—R i (x,,),)€ A, és un punt del domini que també és d’acumulacié

(és a dir és un punt no aillat del domini), es diu que la funci6 és continua en aquest punt
si es compleix

Iim  f(x,y)= f(x,,),)-

(x,3)=(x0,¥0)

Si en un punt una funci6é no és continua, es diu que és discontinua. Es diu que f ¢és
continua en X [0 A4 si la funcid és continua en tots els punts d’aquest subconjunt. El
major subconjunt del domini en que una funcid és continua s’anomena camp de
continuitat de la funcio.
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10-4.- Derivades parcials. Derivades direccionals. Derivades d’ordre
superior.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_10-4.wxm.

10.4.1. Derivades parcials de funcions reals de dues variables

Considerem una funcié f: ACR’> — R iun punt @ =(a,,a,) JA . Es defineixen les
derivades parcials de f en el punt ¢ mitjancant:

D, f(a@y=lim LI O) ) = S0 407 S 01)

Notacio:

0
D.f(a)=D,f(a)= a—i(a) . D.f(a)=D,/(a) = g—f;@

[}
Una funci6 f: 4CR*> — R es diu derivable parcialment en a[JA , si en aquest punt
existeixen les dues derivades parcials de la funcié.

Una funcié f:A4C R* — TR es diu derivable parcialment en un subconjunt del domini
si existeixen les dues derivades parcials de la funcio en tots els punts d’aquest conjunt.
Les funcions que assignen a cada punt la derivada parcial corresponent s’anomenen
funcions derivades parcials de f.

Vegem com es calculen les derivades parcials amb wxMaxima.

Exemple 10.4.1. Si es considera la funcié definida per f(x,y) =4x> +3)°, es tracta
de calcular les funcions derivades parcials i les derivades parcials en el punt a =(1,2).

Primer cal definir la funcio:

FOL Y e oo —2lE ™) TE T
I .--:||1)| T'k."_. :_-)'.—jr R G Y <,

(%01) f(x,y):=4 X% +3 ‘:,-‘2

A continuacid cal aplicar les instruccions de calcul de derivades, analogues al cas de
funcions d’una variable, perd en aquest cas s’ha d’especificar la variable respecte a la
qual es deriva. Es pot obtenir I’expressio de la funcié derivada parcial corresponent amb
la instrucci6 “define’:

18 Tema 10: Funcions de diverses variables. Limits, continuitat i diferenciabilitat




(%i2) define (Dxf(x,y) , diff(f(x,v), x) J;
define (Dyf(x,y) , diff(f(x,v), v) );
(%%02) Dxf(x,y):=8x

(%03) Dyf(x,y):=6y

I finalment es pot calcular el valor de les funcions derivades parcials al punt
corresponent:

(%i4) 'Dxf(1,2)=Dxf(1,2);
'Dyf(1,2)=Dyf(1,2);
(%04) Dxf(1,2)=8
(%05) Dyf(1,2)=12

En alguns casos el calcul de la derivada parcial en un punt no es pot dur a terem d’una
forma tant senzilla 1 cal recorre a la definicio per tal de verificar si la funcié és o no
derivable parcialment en el punt, tal com es mostra a I’Exemple que segueix.

Exemple 10.4.2. E considera la funci6 definida per

4y
) = [ S )= 0.0

0, st (x,)=1(0,0)

Es tracta de calcular les funcions derivades parcials, les derivades parcials en un punt
qualsevol (x,,y,) #(0,0) 1 les derivades parcials en el punt (0,0). Comencem calculant

les derivades parcials d’aquesta funcio:

(%il) f(x,y):=(x"3 + y"3)/(x"2 + y"™2);

% +y?

xZ+y?

(%o01) f(x,v):=

-

(%i2) define (Dxf(x,y) , diff(f(x,v), %) );

define (Dyf(x,y) , diff(f(x,v), v) E'J

3 e
3xd 2x(y +x7)

(%02) Dxf(x,y):= .
v

[

2 Y2
+3 E\r"z"'}{z,:

32 29
(%03) Dyf(x,y):=— —-
y

Ara ja podem calcular les derivades parcials en un punt qualsevol (x,,y,) # (0,0):
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(%) 'Dxf(x0,y0) = Dxf(x0,y0); Dyf(x0,y0) = Dyf(x0,y0);

3x02 2 x0 (yod+x07)

(%004) Dxf(x0,y0)=

¥02+x07 (02 4x02)?

3y02  2y0 (y0? +x03)
(%05) Dyf(x0, y0)=—2 Akt ’

¥02+x07 (402 4x02)?

Les derivades a I’origen no es poden calcular aplicant les funcions derivades parcials en
aquest punt. En efecte:

(%i0) 'Dxf(0,0)=Dxf(0,0);,  'Dyf(0,0)=Dyf(0,0);
Division by 0

#0: Dxf(x=0,y=0)

- an error. To debug this try: debugmode(true);

Division by 0

#0: Dyf(x=0,y=0)

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Per tant s’ha d’aplicar la definici6 de derivada parcial:

(%i8) 'Dxf(0,0) = limit( (f(£,0) - 0)/(£) , t, 0);
(%08) Dxf(0,0)=1

(%i9) 'Dyf(0,0) =limit( (f0,£) - 0)/(t) , t, 0);
(%09) Dyf(0,0)=1

Aixi doncs la funci6 és derivable parcialment a I’origen i s’ha calculat el valor de cada
una d’aquestes derivades parcials.

10.4.2 Derivades direccionals de funcions reals de dues variables
Considerem una funcié f:A4CR*> — R iunpunt a0 A . Es defineix la derivada de f

. L4 . . 2 ;. . . .
en aquest punt en la direcci6 del vector unitari # € R” com el limit, si existeix:

o flat)- f(a)
D, (@)= lim ==

Notacio: D, f(a) = Z_Z(a) .

Exemple 10.4.3. E considera la funci6 definida per f(x,y)=x+2y; es vol calcular la
derivada direccional segons el vector v=(1,1) en el punt a =(3,2).
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En primer lloc s’observa que el vector donat no és unitari i, per tant, cal normalitzar-lo:

(%i1) 'u=w:[1,1);  modul:sgrt(1~24+1"2); 'u[1]=u/maodul;
(%ol)u=[1,1]
(%02) +2
1 1
Y3 uy ===
(':' ] 1 [-\I? *‘J’E‘]

Ara definim la funcio:

(%) f(x,v):=x+2%y;
(%e0d) f(x,y)i=x+2vy

I procedim al calcul de la derivada direccional:

(%i5) 'Duf(3,2) = limit(( f(3+t/sqrt(2),2+t/sqrt(2)) - f(3,2))/t, t, 0);

1
(%05) Duf(3,2) =E+E

10.4.3. Derivades d’ordre superior de funcions reals de dues variables

Considerem una funcié f: A4 C R? — R. Si la funcié és derivable parcialment en un

subconjunt Q [J A4, existeixen les derivades parcials D, f,D,f definides en Q. Si

aquestes funcions son derivables parcialment, les seves derivades parcials s’anomenen
derivades parcials de segon ordre.

Per a cada a =(a,,a,)JQ es defineixen aixi:

Dxf(al +taaz)_Dxf(a17a2)

D,.f(a)=D,(D,f)a) =1im

t
D,,f(a)=D,(D,f)(a)=lim D.J(a,a, ¥ fi ~D,f(a,4,)
D, f(a)=D,(D,f)@a)=lim D, f(a, +t, azz - D, f(a,a,)
Dyyf(a) = Dy (Dyf)(a) - 1}1101 Dyf(al, a, t li _Dyf(ala az)
Notacio:
D@ =D, (@ =L@ 5 D,f(@)=Duf @)= 55
x 0x0y
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0’ f
dy’

D, f(@=D, /@=L (@ ; D,f(@=D,fa)=2L(a)

0y0x

Metodologia de calcul: atés que es tracta de derivar parcialment, s’aplica la mateixa
metodologia que s’ha comentat per a les derivades parcials de primer ordre.

Les derivades D, f(x,y) i D, f(x,y), s’anomenen derivades creuades (o mixtes).

Per aquestes derivades hi ha un teorema important.

Teorema (Schwarz). Si una funcié f: ACR?> — R és tal que en un entorn del punt
(a,b)0 A4 existeixen les derivades parcials D, f(x,y), D, f(x,y), D, f(x,y) i
aquesta derivada parcial de segon ordre és continua en el punt (a,b)0 4, aleshores

existeix la derivada de segon ordre D, f(a,b) i es compleix la igualtat

D, f(a,b)=D, f(a,b).

La matriu hessiana. Si una funcio f:4CR> — R ¢&s derivable dues vegades en un
punt (a,b)0 A4, s’anomena matriu hessiana de la funcié en aquest punt, la matriu
quadrada

e b):(Dxxﬂa,b) nyf(a,b)]

D, f(a,b) D, f(a,b)

Exemple 10.4.4. Es considera la funcié definida per:
fp) =23y —xp* +e".
Derivades parcials de primer ordre:

(%il) f(x,v):=2%x"3%y - x*y"2 + exp(x®y);

(%01) f(x,y):=2 x> y—}c:y2+exp{x y)

-

(%i2) define (Dxf(x,y) , diff(f(x,v), x) );
define (Dyf(x,y) , diff(f(x,v), v) J;

(%02) Dxf(x,y):=y %e* -y +6 %%y
(%03) Dyf(x,y):=x %e* -2 x y+2 x°

[

Derivades parcials de segon ordre:
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(%i4) define (Dxxf(x,y) ) diff(Dxf(x, ) )i X)
define (Dxyf(x,y) , diff(Dxf(x,v), v)

(%04) Dxxf(x,y):= 2'3*‘ex‘+12:-:y
(%05) Dxyf(x,y):=xy %e™ ¥ + %he®

(%i6) define (Dyxf(x,y) , diff(Dyf(x,y), x) );
define (Dyyflx,y) , cllff(D_, fx,v), v) )

(%06) Dyxf(x,y):=xy Y%be®
(%07) Dyyf(x,y):=x2 %e* -2 x

Y4 o0e*Y-2y+6x?

Per calcular la matriu hessiana es pot construir una matriu amb les derivades de segon
ordre calculades, o bé fer servir la instruccio “hessian” de wxMaxima que permet
obtenir aquesta matriu directament:

(%iB) Hf(x,v) = matrix ( [Dxxf(x,v), Dxyf(x,v)] , [Dyxf(x,v), Dyyf(x,v) v 1);

y? %e* Y412 xy Xy %heX ¥ +9e¥ ¥-2 y+6 x°

(%08) Hf(x,vy)=

x v %e® ¥4 05e® Y2 vip %2 w2 one® ¥.2
(%i9) Hf(x,y) = HF: hessian (f(x,v) , [x,v1) ;
y20haX ¥ 412 xy Xy %eX ¥ +0eX Y2 yip x?

(%009) Hf(x,y)=

x? Gpe® Y2 x

Xy %e* ¥ +%e¥ Y2 y 46 x2

Per calcular la matriu hessiana en un punt, la sintaxi de wxMaxima ¢és la segiient:

(%i10) 'Hf(1,0) = Hf1O:subst( [x=1, y=0],

Hf);

(%010) Hf(1,0)=

10.4.4. Derivades parcials de funcions reals de diverses variables

Per a funcions reals de més de dues variables la metodologia de calcul de derivades
parcials de primer ordre, de derivades direccionals i derivades parcials d’ordre superior
¢s analoga al cas de dues variables. Veurem la sintaxi mitjan¢ant un exemple.

Exemple 10.4.5. Es considera la funci6 definida per:
f(x,y,z)=4x*y* + 3xe”

Definicio6 de la funcio:
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(%il) f(x,y,z):=Fx"2%y"2 + F¥x*exp(z™2);
(%o01) f(x,y,z):=4 X2 ?2 +3x exp(22]

Derivades parcials de primer ordre:

(%i2) define (Dxf(x,v,2) , diff(f(x,y,2), ) )
define (Dyf(x,v,z) , diff(f(x,v,2), ¥v) )
define (Dzf(x,v,z dlff(ﬂ:k,;,,zl z}j

(%02) Dxf(x,y,z):=3 %e’ +8}:'}f
(%03) Dyf(x,y,z):=8x"y

.2
(%04) Dzf(x,y,z):=6 x z %e’
Derivades parcials en un punt:

(%i5) 'Dxf(1,2,-1) = Dxf(1,2,-1);
Dyf(1,2,-1) = Dyf(1,2,-1);
'Dzf(1,2,-1) = Dzf(1,2,-1);

(%05) Dxf(1,2,-1)=23 %e +32

(%06) Dyf(1,2,-1)=16
(%07) Dzf(1,2,-1)=-6 %e

Derivades parcials de segon ordre:

(%4i8) define (Duxf(x,v,z) , diff(Dxf(x,v,z), *) );
define (Dxyf(x,y,z) , diff(Dxf(x,y,2), v) );
define (DHZf{Ha‘:ﬁ,Z:‘ ' difﬁ:DHf{Ha\?"-’ZJ-’ Z) )

(%08) Dxxf(x,y,z):=8y?

(%09) Dxyf(x,y,z):=16xy

(%010) Dxzf(x,y,z):=6 z %e’ 22
(%i11) define (Dyxf(x,v,z) , diff(Dyf(x,y ZL x) );
define (Dyyf(x,v,z) , diff(Dyf(x,v,2), v) )
define (Dyzf(x,v,z) , diff(Dyf(x,v,z), Z) );
(%011) Dyxf(x,y,z):= 15 }c'}f
(%012) Dyyf(x,vy,z):=8 X2
(%013) Dyzf(x,y,z):=0

24 Tema 10: Funcions de diverses variables. Limits, continuitat i diferenciabilitat



(%il4) define (Dzxf(x,y,z
define (Dzy f(k,,',
define (Dzzf(x,v,z) ,
(%014) Dzxf(x,y,z):=6 z %e’ &
(%015) Dzyf(x,y,z):=0

, diff(Dzf(x,v,z
dlff(sz(h,,, |
diff(Dzf(x,v,2), Z)

L

"'I
.-"l F4

—

4

[

;2
(%018) Dzzf(x,v,z): =12 x z° %e? +E}:°"ne

Matriu hessiana;:

(Cnll?‘ Hf(x,v,z) = matrix( [ Dxxf(x,v,z), Dxyf(x,v,z), Dxzf(x,v,z)]
[ Dy af(a,,, ,D_,_,f(h,,, , Dyzf(x,y,z)]
] [ Dzxf(x,v,z), Dzyf(x,v,z), DZZf{h,‘_,',Z)_
8y?  16xy 625t

(%017) Hf(x,v,Zz)=| 16xy  8x2 0
62 %e e’ 0 12x22 '?--':e22+6>c°.--':-222_

(C 2il8) Hf(x,y) = Hf hessian (f(x,v,2) , [x,v.2]) ;
8y?  16xy 62 %e?"

(%018) Hf(x,y)=| 16xy  8x2 0

£z Yet

Matriu hessiana en un punt:

(%i19) 'Hf(1,2,-1) = Hf10:subst( [x=1, y=2, z=-1],

z z
0 12 % 2% %el +6 ¥ Yhel

32 32 -0 Y%ae
(%019) Hf(1,2,-1)=| 32 8
-6 %e 0 18 %e

Hf);
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10-5.- Matriu jacobiana. Diferenciabilitat. Regla de la cadena.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Tema_10-5.wxm.

10.5.1 La matriu jacobiana.

Si la funci6 f:ACR?> — R ¢&s derivable parcialment en un punt @A s’anomena
matriu jacobiana de f en aquest punt la matriu fila de dues columnes definida per:

Jf(a)=(D,f(a) D,f(a))
Exemple 10.5.1. Es considera la funci6 definida per

f(x,y)=2x"y =3xy°

La sintaxi per al calcul de la matriu jacobiana en un punt qualsevol i en un punt concret
¢s la segiient:

(%i1) f(x,y):=2%x"25y-35x*y"3;
(%o01) f(x,y):=2 X2 v-3 x‘g,»fB

(%i2) 'If(x,y) = If: jacobian([f(x,v)],[x,v1);
(%02) I (x,y)=[4xy-3y3 2:2-9xy?]

(%i03) 'Jf(1,2) = subst([x=1,y=2], If);
(%03) Jf{1,2}=[-1ﬂ -34]

Si es considera una funcié real de diverses variables f:4ACR" — R tal que és

derivable parcialment en un punt a[JA s’anomena matriu jacobiana de la funcid en
aquest punt la matriu fila de n» columnes definida per:

Jf(@)=(D,f(a) D,f(a) - D,f(a))

Exemple 10.5.2. Es considera la funcié definida per

f(x,y,2,t) =2x>y —3zy° + 22" sin(¢)
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La sintaxi per al calcul de la matriu jacobiana en un punt qualsevol i en un punt concret
¢s la segiient:

(%il) f(x,y,z,t):=2%x"2%y-3% 2%y "3+ 2%2 2%sin(t);
(%o01) f(x,vy,z,t):=2 X2 v-3 .7_15,»f3+2;:2 sin(t)

(%ei2) Jf(x,y,z,t) = If: Jacobian([f(x,y,z,t)],[x,y,z,t]);
(%02) If(x,vy,z,t) =[4 xy 2x2-9y2z 4sin(t)z-3y? 2 cos(t) 22}

(%i3) 'Jf(1,2,0,1) = subst([x=1,y=2,z=0,t=1], If);
(%03) If(1,2,0,1)=[8 2 -24 1]

Si es considera una funcié vectorial de diverses variables f: 4 CR" — R"™ tal que

o
les funcions components son derivables parcialment en un punt a[JA, s’anomena
matriu jacobiana de fen el punt a, la matriu de m files i n columnes i coeficients reals:

Difi(a) D,fi(a) - D,f(a)
_| D) D fy(@) - D,fr(a)

Jf(a) = (Dkfi(a))ifs’z =
D f,(a) D,f,(a) : D,f,.(a)

Si m =n la matriu jacobiana és quadrada i el seu determinat s’anomena jacobia de la
funcio en el punt a.

Exemple 10.5.3. Es considera la funcio6 definida per
[(xy)=(2x7y =3x" e xy=2x7y)

La sintaxi per al calcul de la matriu jacobiana en un punt qualsevol i en un punt concret
¢s la segiient:

(%il) fi(x,y):=2%x"2%y-3¥x*y"3; f2(x,v):=exp(x+y); 30, y):=xFy-2%x" 2%y,
flx,v):= [f1(x,y) , f2(x,y) , £3(x,v)];
(%01) fi(x,y):=2 X2 v-3 x‘ﬁ
(%%02) f2(x,y):=exp(x+y)
(%03) f3(x,y):=xy-2 X2 %
(Yeod) f(x,y):=[f1(x,y), f2(x,y), 3(x, y)]
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(%i5) 'M(x,y) = If: jacobian( f(x,v), [xv1);
4:(1;-31;3 2:(2-91(1;2
(%05) If(x,y)=| owe¥tx el X

V-4 Wy %-2 %2

(%i5) Jf(1,-1) = subst([x=1,y=-1], I);

-1 -7
(%05) JF(1,-1)=[1 1
3 -1

10.5.2. Diferenciabilitat

Considerem f:ACR?> — R una funcié i un punt a=(a1,a2)Df&. Si existeix la
matriu jacobiana de fen el punt a, Jf(a) = (Dx f@ D,f (a)) , s’anomena diferencial
de fen el punt a I’aplicaci6 lineal df,:R> — R tal que la seva matriu en les bases
canoOniques és Jf'(a), és a dir, tal que [dfa] 5 = Jf (a) . En virtut d’aquesta definicio,

per a un vector 1= (h,h) €R* es compleix:

h
df,(hy=Jf(a)[h] =(D,f(a) D,f (a))( L

2

J =hD,. f(a)+mD, f(a)

Es diu que f:ACR?> — R ¢s diferenciable en el punt a =(a,,a,)0A, si la funcid
df, compleix la condici6 segiient, anomenada condicid de diferenciabilitat:

Pn&f(a+h)—|J;l|(a)—dfa(h) ~0

és a dir:

S(a+hya, k) = f(a,a) ~(hD.f(@+ 1D, f (@)

li

La condicié de diferenciabilitat s’interpreta aixi: la funcié diferencial df, aproxima

localment els increments de la funcio. A més es 1’inica aplicacio lineal que ho verifica.

L’existéncia de les derivades parcials és condicidé necessaria per a la diferenciabilitat,
pero no és suficient.
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Condici6 suficient de diferenciabilitat. Si /' : A CR> — R és derivable parcialment

o
1 les derivades de primer ordre son funcions continues en el punt a[JA aleshores la
funcio és diferenciable en aquest punt.

Propietats de les funcions diferenciables en un punt. Si f:ACR> - R i ¢0A,
es compleixen les propietats segiients:

(1) Si la funcié és diferenciable en el punt, aleshores €s continua en aquest punt (el
reciproc no és necessariament cert).

(2) Si la funcid és diferenciable en el punt, aleshores €s derivable en qualsevol
direccio i per a tot vector unitari # € R, es compleix D, f(a) = Jf (a) [u] .

(3) El reciproc de la propietat anterior no ¢és cert, és a dir, una funcié pot tenir
derivada en qualsevol direccid en un punt i no ser diferenciable en aquest punt.

Exemple 10.5.4. Es considera la funcié definida per

fOx,y)=x"+2y’

Es clar que aquesta funcié és diferenciable ja que compleix la condicio suficient de
diferenciabilitat. Per calcular la derivada en el punt (3,2) i en la direccio definida pel

vector u = (L,1) € R* en primer lloc es normalitzara el vector, després es calculara la

matriu jacobiana de la funcio en el punt i finalment es dura a terme el producte de la
matriu jacobiana per la matriu columna associada al vector.

Vegem els calculs amb wxMaxima:

(%il) f(x,y):=x"24+2%y"2;
(%o1) F(x,y]::x2+2y2

(%i2) 'u=u:[1,1);  modulsgrt(1~2+1"2); ‘ul=u/modul;
(%02)u=[1,1]

(%03) /2
1 1
{ f004] ul= [*\J_?F*d'_?]
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(%i5) 'ul=ul : matrix( [1/sqrt(2)], [1/sqrt(2)] );
1

(%05) ul=

~7

(%i6) If(x,y)=1fxy : jacobian([f(x,y)], [x,v]);
(%06) Jf(x,y)=[2x 4]

(%i7) '3f(3,2) = P : subst([x=3,y=2], Jfxy);
(%07) )f(3,2)=[6 8]

(%i8) 'Duf(3,2)=1fP.ul;
(%08) Duf(3,2)=25/2 432’

10.5.3 Laregla de la cadena

Considerem dues funcions f:4ACR" —R", g:BCR" — R’ tals que:

1) la funcié f és diferenciable en a[JA ,

2) la funcié g és diferenciable en b = f(a) D}%,
3) es compleix f(4)UB.

En aquestes condicions es pot considerar la funcié composta
F=gof:ACR" - R”,

la qual compleix les propietats segiients:

1) La funcio F és diferenciable en el punt a 1A ;
2) Es compleixen les igualtats:

dF, =dg,~df,; JF(a)=Jg(b)Jf(a)
Exemple 10.5.5. Es consideren les funcions diferenciables:
[ = +y,07,x+y%), g, p,2)=(e”,y+2).

Es tracta de calcular la matriu jacobiana de la funcié composta F =go f en un punt
qualsevol i calcular JF(1,-1).
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En primer lloc definim les funcions:

(%i1) f10x,y)i=x"2 + y5  f2(x,y)i=x *y"25  f3(x,y):=x + y™2§
f,y):= [f10qy) , f20xy) , B3(xv)];
(%o04) f(x,y):=[f1(x,y), f2(x,y), B3(x,y)]

(%i5) gi(x,y,z):=%e™(x*y)5 g2{x,y‘£z]:= v+ 25
g(x,y,2):= [9l(x,v,2z) , 92(x,y,2) ];
(%07) g(x,y,z):=[gl(x,y,z),92(x,y,z)]

Calcul de les respectives matrius jacobianes:

(%i8) 'M(x,v)=1xy : jacobian(f(x,v), [x,v1);
2% 1

(%08) If(x,v)=v2 2xvy
1 2y

(%i9) Jo(x,y,z)=lgxyz : jacobian(a(x,y,z), [x,v,z]);
o ¥ oy opeX ¥ D]

(%09) Jgtw,zk["’
1 1

La matriu jacobiana de la funci6 composta en un punt qualsevol es calcula com el
producte de matrius:

(%i10) "IF(x,y) = Jgxyz.Ifxy:

vyl e V42 xyoeeX ¥ 232y ope® ¥4y opeX ¥
(%010) IF(x,y)=

2

we+1 2Hy+2y

Finalment, en el punt (1, -1):

- (%il1) 'If(1,-1) = Ifa : subst([x=1,y=-1], Ifxy);

2 1
(%o011) Jf(1,-1)=|1 -2
1 -2
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10.5.4 Derivacio de funcions compostes.

En el cas general de la regla de la cadena, si es compleix m = 1, la funcié composta és
una funcidé real. Aquest fet permet el calcul de les derivades de la funcié composta
aplicant la regla de la cadena. Veurem a continuacid tres exemples que il-lustren els
possibles casos.

En primer lloc el cas n = 1, m > 1, que és la composicié d’una funci6é vectorial de
variable real i una funci6 real de variable vectorial.

Exemple 10.5.6. Es consideren les funcions definides per
SO =Qt+1, +2,sint) | g(x,p,x) =xy”* +e€
En primer lloc definim les funcions i la funcié composta:

(%) fi{t):=2%t+ 1, f2(t):= t™2+2; f3(t):=sin(t);
gix,y,z):=x* /‘2 + exp(z);
(%01) fi(t): —2t+1

(%02) f2(t):=t%+2
(%03) f3(t):=sin(t)

(%04) g(x,y,z):=xy*+exp(z)
(%i5) F(t)=g(f1(t), f2(t), f3(t));
(%05) F(t)=%e"" (" £ (214 1)(t? +2]

Ara podem calcular la derivada de la funcié composta:

(%i6) DF(t)=diff(g(f1(t), f2(t), f3(t)),
(%06) DF(t)=%e""(") cos(t)+ 2 (2 +2j +4t(zt+1j(t2+z)

(%ai?) expancl(c'-'i:.“-'
(%07) DF(t)=%e "™ cos(t)+ 10t +4t3 4242+ 8+ 8

En segon lloc veurem un exemple del cas n > 1, m = 1, que és la composicidé d’una
funcid real de variable vectorial i una funcio real de variable real.
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Exemple 10.5.7. Es consideren les funcions definides per

f(xayaz) = \/xyz +e’ 5 g(t) =sint

En primer lloc definim les funcions i la funcié composta:

(%il) g(t):=sin(t);
f0x,v,2):=sart( x*y"2 + exp(z)) ;

(%o1) g(t):=sin(t)

(%02) f(x,v, z]:=w.,|:-c '}r2+e:~:p{z]

(%i3) F(x,v,z)=alf(x,v,z));

(%03) F(x,y,z)=sin(~ %el+x y*)

Les derivades parcials de la funcié composta es calculen de la manera segiient:

(%4) DxF(x,y,2)=diff(g(f(x,y,2)) , x);
(%04) DXF( j v2 cos(~/%e? +x y2)
Yo ® }{fyfz —

Ii':,'-"i:uiijl D‘;,-‘Fl:}{,‘;,-'.. Z:l - C|iff(l§l|iﬁ.:}{,.‘;,-', Z:I:I , ‘;r":' ;
y cos(~ %e? +x y?)
A o6eT +x y?

(%i0) DzF(x,y,z)=diff(g(f(x,v,z)) , Z);

el cos(~) %eel +x y?)
2~ %e? +x y?

X
(%05) DyF(x,v,2)=

(%06) DzF(x,v,z)=

En tercer lloc veurem un exemple del cas n > 1, m > 1, que és la composicié d’una
funci6 vectorial de variable vectorial 1 una funcié real de variable vectorial.

Exemple 10.5.8. Es consideren les funcions definides per

fy)=(x+y,x=p,2xy) , gu,v,w)=logu’ +v’ =2w)

En primer lloc definim les funcions i la funcié composta:
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(%il) fl(x,v)i=x+y;  f20x,v)i= x-v; f3(x,v): =2%x%y;
glu,v,w):=lbg(u™2 + v"2 - 2%w) ;
(%00l) fi{x,y):=x+y

(%02) f2(x,y):=x-y
(%003) f3(x,y):=2xy

(%04) glu,v,w): —Iag(u +v +( 2)w)

(%i5) F(x,v)=a(f1(x,v), leia,;,,, 30,y )0;
(%05) F(x,y)=log((y+x)*-4 x y+(x-y))

Les derivades parcials de la funcié composta es calculen de la manera segiient:

(%i6) DxF(x,y)=diff(a(f1(x,y), leim;r,f f3(x,
2 (y+x)-4y+2 (x-

-'Zru ;M

(%06) DxF(x,v)=

(y+x)2-4 x y+(x-y)*

(%i7) ratsimp(%a);
2
(%007) DxF(x,y)=-—

Y- X

(%i8) DyF(x,yv)=diff(g(f1(x,y), f20x,v), f3(x,y)

2 (y+x)-2(x-y)-4x
(%008) DyF(x, y)= >

(y+x)%-4 x y+(x-y)

N :f')

(%i0) ratsimp(%o);

(%09) DyF(x, ﬂ—i

- X
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