Tema 10
Exercicis resolts

10.1. Determineu el camp d’existéncia de les funcions segiients:

ool XL _ Xty

a) f(x,y) Og[y+2] b) f(x,y) \/2)/7—)6

O fr)=—2 d) £(x,y) = log(y—3x’)
X +y

10.2. Calculeu els limits de les seglients funcions reals de dues variables:

o 2
2 lim— b) lim——>—
0.0) x* 4y 00 x* +y
.Sl —1 . .
c) hmM d) lim2xy sin|———
(1,0) 3y (0,0) x +y

10.3. Calculeu els limits:
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a) 1&}38 1 b) %rglw
5 X (0,0) X —|—y
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c) }gg(l—ksm(x y)) +y d) lim(2+ xy)<

(0,0)




10.4. Calculeu els limits segiients:

(e)‘y—l)sin\/)c2+y2 o -1

a) lim b) lim

) (x,5)-(0,0) x2 +y2 (0,0) /xz +y2

10.5. Calculeu les derivades parcials de primer ordre de les segiients funcions reals de
dues variables:

a) f(x,y)=x"+3x" —dxy b) f(x,y)=4xy+%_\/’Cz+3y2
¢) f(x,y)=exp —%] d) f(x,y)=log );j;

10.6. Calculeu les derivades parcials a 1’origen de les segilients funcions reals de dues
variables:

x*/2y, siy=0 x4y, six>0
) fn=fo B b )= s
0, siy=0 X +y,six<0
. 1
GBy+Dx, siy>0 —sin(xy), si x=0
c) f(an’):{ 5 2 G0 d) f(x,y)=1x 4
X—x"—y°, siy . Sxe0

10.7. Estudieu la diferenciabilitat de les segiients funcions reals de dues variables i
calculeu la seva matriu jacobiana en un punt qualsevol en el qual la funcid sigui
diferenciable:

a) f(x,y)=x"+3x" —dxy b) f(x,y)=4xy+%‘vx2+3y2
¢) f(x,y) = exp(— g—x) d) f(x,y) = x*y+sin(xy)

10.8. Calculeu la derivada direccional de les segiients funcions reals de dues variables
en el punt i segons la direccio del vector que s’indica:

a) f(x,y)=log2x*+3y*> , a=(12); i=(2,—1)
b) f(x,y)=x"+3x"—4xy , a=(1,-3); u=(-2,—1)
c) f(x,y)=x*+expBx*—4xy), a=(2,3); u=(-3,-2)
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10.9. Es considera la funci6 real de dues variables definida per:
x2 + y2

foey)=1 xy
x+y, sixy=0

, sixy=0

a) Calculeu les derivades parcials a 1’origen i raoneu 1’existéncia del vector gradient a
I’origen 1 calculeu-lo, si s’escau. b) Raoneu si €s certa I’afirmacio: per a qualsevol

vector unitari # = (ul,u2> , es verifica la igualtat D, £(0,0) =u, +u, .

10.10. Es considera un rectangle de base a i altura b. Aplicant el concepte de
diferencial d’una funcid, calculeu aproximadament quina és la variacié de la diagonal
del rectangle si la base s’allarga Aa 1 laltura s’escurca Ab. Compareu aquesta
aproximaci6 amb el calcul del valor exacte. Feu els calculs en el cas concret segiient: a
=15cm,b=7cm, Aa=2mm, Ab=—1mm.

10.11. Demostreu que I’error relatiu que es comet en el calcul del producte de dos
factors es pot aproximar per la suma de I’error relatiu comés en el calcul de cada un dels
factors.

10.12. Calculeu I’equaci6 del pla tangent i de la recta normal a les superficies segilients
en el punt que s’indica:
a) z=x"+3x"—4xy , P=(1,0,4)

b) z=2sin(xy) , P=(1, 10 0)

c) X
z=1+y+log|—|, P=(1,1,2)
y

10.13. Calculeu la derivada de la funcié f(x,y) =+/x" +23> en el punt (1,2) al llarg
de la corba r(¢) = (¢,2¢°) .

10.14. Calculeu les derivades parcials de segon 1 tercer ordre de les segiients funcions
reals de dues variables:

a) f(x,y)=x"+3x* —4xy b) f(x,y)= 4xy+2i—«/x2 13y
y
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x+2

3y

10.15. Calculeu les derivades parcials de primer ordre de les segiients funcions reals de
tres variables:

a) f(x,y,z)=x"4+3x"2" —4xyz b) f(x,y,z)=4xye —|—2i— Xz +3y°
y

¢) f(x,y)= exp[—%] d) f(x,y)=log

2

Y

X

x+2z°

32\/;

c) f(x,y,z)=exp + sin(xz) d) f(x,y,z)=1log

10.16. Calculeu I’equacio del pla tangent i de la recta normal a les superficies segiients
en el punt que s’indica:

a) x*y +xz—2y'-10=0, P=(2,1,4)

b) x4+ y24z2-9=0, P=(2,1,-2)

10.17. Calculeu les derivades parcials de segon i tercer ordre de les seglients funcions
reals de tres variables:

a) f(x,y,z)=x"+3x"2" —4dxyz b) f(x,y,z)=4xye” + - Xz +3y°
2y
2 2
&) £(x,3,2) = exp| —2= |+ sin(xz) d) f(x,y,2) = log| 2=
X 32\/;

10.18. Calculeu les derivades de les funcions segiients:

a) % si z:f(tsin(t),e”) amb f* diferenciable
du . ) ) . 2
b) = si u=x"4+2y", x=sin(2t), y =exp(2x°)

¢) Dz,Dz si z= f(x,y) amb f diferenciable i x = 2uv, y :3i
\%

10.19. Demostreu que si f:R — R ¢és una funcié derivable i es considera la funcid
z= f(x+ay), a € R aleshores es compleix la relacio

Dz=aD,z
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10.20. Demostreu que si f:R — R ¢és una funcié derivable i es considera la funcid
z = yf (x> — y*) aleshores es compleix la relacio

lez—i-lDyz = iz
X y y

: ) , x(2y+l), =20

10.21. Es considera la funcié f:R* — R definida per f(x,y) :{ 5 .
x(I=-x)—-y~, y<0

1) Calculeu les derivades parcials de la funcié en el punt (0,0).
2) Estudieu la diferenciabilitat de la funcio en el punt (0,0).
3) Calculeu la variacié de la funcié en el punt (0,0) al llarg de la recta d’equacid
2x+y=0.
4) Es considera la superficie z = f(x,y); calculeu I’equacio del pla tangent a aquesta
superficie en el punt (0,0,0) i calculeu I’angle que forma el vector director d’aquest pla
amb I’eix OX.
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