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A-1.- Matrius. Operacions amb matrius

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Apendix-1.wxm.

En aquest apartat es veura la definicié de matrius amb wxMaxima i les diferents
operacions amb matrius.

A.1.1. Definicio de matrius i submatrius.

Definicié de matrius:

(%il) 'A=A:matrix( [all, al2, al3, al4],
a1, a22, a23, a24],
[a31, a32, a33, a34]
)i
all 312 2313 =14
(Y%o0l) A=|321 =22 =223 a24

831 2832 2333 234
Explicitar una fila o una columna d’una matriu:

(%i2) al=row(A,1); ad=row(A,3);
(%02) al=[a11 212 213 a14]

(%03) a3=[231 232 233 234]

(%i4) a[1]=col(A,1); a[4]=col(A,4);
211
(%o04) a; =[321

-

a3l
al4
(%005) a4 =|324

a34
Obtencié de submatrius per eliminaci6 d’una fila:

(%i6) 'Al=submatrix(1,A);

321 322 323 324
(%06) Al =

331 232 333 334
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Obtencié de submatrius per eliminaci6é d’una columna:

(%i7) 'A2=submatrix(A,2);
211 213 =14
(%07) A2=|321 223 324

331 333 =234
Obtencié de submatrius per eliminaci6 d’una fila i una columna:

(%i8) 'Al2=submatrix(1,A,2);
221 223 a24
(%08) A12 =

-

83l 333 a34
Obtencid de submatrius per eliminacié de més d’una fila i una columna:

(%i9) 'A123=submatrix(1, 2, A, 3);
(%09) AL23=[231 232 234]

Definicié d’un vector columna (observeu que préviament s’ha de carregar el paquet
“eigen”):

(%i10) load ("eigen")s
X3=X3:columnvector([x1, x2, x3]);

el

xl
(%011) X3 =|x2

-

xa

Definici6 d’una matriu per una funcio6 dels index de fila i de columna:

(%i12) f[i,j]:=2%i+3%;
B1=B1:.genmatrix(f,4,3);
(%012) f, ;1=2i+3]

5 8 11]

7 10 13
(%013) Bl =

5 12 15

11 14 17
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(%il4) gfi,jl:=1/(2%1+3%1);
B2=B2:genmatrix(g,3,4);

1
%014) g, . :=—————
(% )g'fl 2i+3j-1
1 1 1 1
4 7 10 13
1 1 1 1
o |- - - _—
(%015) B2=|- + — —
1 1 1 1
8 11 14 17

Definici6é d’una matriu diagonal:

(%ilE) 'D5=D5:diag_matrix(all,a22,a33,a44,a55);
all 0 0 0 0
0 322 0 0 0

(%016)D5=| 0 0 a3 0 0

Definicio6 de les matrius unitat (o identitat):

- (%il7) I[2]=12:ident(2); [[4]=14:ident(4);
., 10
(%017) I, =L 1]
1 0 0 0
., 0100
(%018) I, = .
0001

Definicié d’una matriu nul-la d’un cert ordre:

. (%i19) 034=034:zeromatrix(3,4);
0000

(%019) 034=[0 0 0 0
a0 a0

Calcul de la traca d’una matriu quadrada:
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. (%i20) 'C=Cimatrix( [all, al2], [a2l, a22] );
load("nchrpl)s  '(tr(C))=mattrace(C);

311 312
(%020) C=
a2l g2

(%022) tr(C)=a22+all

A.1.2 Operacions algebraiques amb matrius.
Suma de matrius de la mateixa estructura:

(%oil) '‘Al=Al:matrix( [all, al2, al3, al4], [a21, a22, a23, a24], [a31, a32, a33, a34] S
'‘W2=A2:matrix( [b11, b12, b13, b14], [b21, b22, bh23, b24], [b31, b32, b33, b34] )5
(%0i3) "(ALl+A2)=A1+A2,
b11+311 bl2+312 bl3+313 bld+314
(%003) A2 +Al=|b21+321 b22+322 Db23+323 h24+324

b31+331 b32+332 b33+333 b34+:334
Producte d’una matriu per un escalar:

(%) '(%olambda®Al)=%lambda*Al;
rall ngalz nel3d al4
(Ya04) i Al=|n221 72322 7323 7324

na3l w332 na33 nad4
Combinacio lineal de matrius:

(%i5) '(Yelambda®Al + %mu*A2)=%lambda*Al + %omu*A2;
wbil+nall pbhi2+nal2 pbi3d+nzl3d pbld+rald
(%05) A2+ Al=|ub2l+m2321 wb22+%322 nb23+7.323 ub24+7 324

wb3l+na31 wb32+n332 wb33+n2333 wb34+n334

Per al producte de matrius cal fer observar que en alguns programes el simbol és
I’asterisc (*). Vegem que passa amb wxMaxima:

(%6i6) '(AL*A2)=A1*A2;
31l b1l z12bl2 213 bl13 314 bi4

(%06) Al A2=|221b21 822 b22 a23b23 a24 b24

331 b31 2332 b32 333 b33 334 b34
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Obviament aquesta operacié no és el producte de matrius, per a les quals cal que el
nombre de columnes de la primera sigui igual al nombre de files de la segona. Vegem la
sintaxi amb wxMaxima:

(%i7) '"A3=A3:matrix( [cll, 12, c13], [c21, 22, c23], [c31, 32, 33], [cH, 42, c43] ),
cll cl2 «cl13
2l cd2 23
(%07) A3 =
c31 c32 33

4l 42 43

7 (%i8) '(A1.A3)=A1.A3;

(%08) Al . A3=
al4c4l+al3 c3l1+al2 c2l1+allcll al4c42+al3 c32+al2c22+allcl2 al4c43+al3 c33+al2c23+allcl3
a24 c4l+a23 c31+a22 c21+a2l cll a24c42+a23 c32+a22 c22+a2l1cl2 a24c43+a23 c33+a22 c23+a2l1cl3

a34 c41+a33c31+a32c21+a31 cll a34c42+a33c32+a32c22+a31cl2 a34c43+a33c33+a32c23+a31ci3

(%i9) '(A3.A1)=A3.A1;
(%09) A3 . Al=
a3lcl3+a2lcl2+allcll a32c¢cl3+a22cl2+al2cll a33cl3+a23cl2+al3cll a34cl3+a24cl2+algcll

a3l c23+a2l c22+allc2l a32c23+a22c22+al2c2l a33 c23+a23 c22+al3 c21l a34 c23+a24 c22+al4c2l

a3l c33+a2l c32+allc3l a32c¢33+a22c32+al2c3l a33c33+a23c32+al3 c31 a34c33+a24 c32+al4c3l

a3l c43+a2l c42+allc4l a32c43+a22c42+al2c4l a33c43+a23c42+al3 c4l a34 c43+a24 c42+al4 c41

Serveixi aix0 per recordar que el producte de matrius no és commutatiu.

Producte d’una matriu per un vector columna:

(%il0) load ("sigen™)s
*4=¥4:columnvector([x1, x2, %3, x4])5
ATX4=A1X4:A1. %4,

314 x4 +313 ¥3 +312 ¥2 +311 x1
(%%012) A1X4 =|324 x4 +323 x3 +322 x2 +321 x1

234 x4 +333 K3 +332 w2 +331 xd

Transposicié de matrius:

© (%i13) 'AIT=A1T:transpose(Al);
211 321 331

(%013) ALT =
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A.1.3 Concatenacio de matrius.

A partir d’unes matrius inicials es poden construir noves matrius per concatenacioé de
files, és a dir, escriure a continuaci6 de cada fila d’una matriu les files de la segona:

. (%0il4) 'A12=A12:addcol(Al, AZ);
all 212 213 314 bil bi12 b13 bi4
(%014) A12=|221 2322 323 324 b2l b22 b23 b24

2331 232 233 234 b31 b32 b33 b3

També es poden construir noves matrius per concatenacié de columnes, és a dir,
escriure a continuacié de cada columna d’una matriu les columnes de la segona:

- (%%il5) 'A22=A22:addrow(Al, A2);
311 312 313 314
321 322 323 324
331 232 333 334
(%015) A22 =
b1l b1z bl3 bild

b21 b22 b23 b24

A.1.4 Matrius per blocs.

A partir de matrius quadrades es poden construir noves matrius amb |’estructura
anomenada “diagonal per blocs” o “bloc-diagonal’:

(%i16) lbad("diag")s
A3=AZ:matrix([all, al2, al3], [a21, a22, a23], [a31, a32, a33])s
A4=A4:matrix([b11, b12], [b21, b22])5

(%i19) diag([A3,A4]);

all 812 313 0O a

(%019) 231 232 333 0 0

0 0 0 b1l b1z

0 0 0 b2l b2z
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©(%i20) diag([A4,A3]);
bi1 b1z 0 ]
b21 b2z 0 ]

(%020)| 0 0 =all a12
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A-2.- Transformacions elementals de matrius

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Apendix-2.wxm.

A.2.1. Transformacions elementals de files i columnes

S’anomenen transformacions elementals de matrius les segiients:

1. Intercanvi de dues files o dues columnes.

2. Multiplicaci6é d'una fila o columna per un escalar no nul.
3. Sumar a una fila o columna un multiple escalar (no nul) d'una altra fila o

columna.

Vegem la sintaxi amb wxMaxima.

1. Intercanvi de dues files o dues columnes:

(%il) '‘A=Amatrix( [all, al12, al3, al4],
a1, a22, a23, a24],

a31, a32, a33, a34]

311 312 313
(%o01) A=|221 =22 223

a3l a32 a33

(%i2) Al=Al:rowswap(A, 1, 3);

331 832 233
(%002) Al=|a21 222 a23
a1l a1z 313

214
224

234

-

234
224
14

Val a dir que aquesta transformacié s’obté premultiplicant la matriu per la matriu unitat
del mateix nombre de files en la qual s’hagi aplicat la transformacié que es vol aplicar

en la matriu. En efecte:

(%i3) I3a=I3a:rowswap(ident(3), 1, 3);

n o1
(%03) I3a=|0 1 0
1 0 0

(%i) 13a.4;
831 832 833 334
(Y04) [221 =22 2323 a24
all zl2 213 =14

10
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Intercanvi de columnes:

(%id) A2=A2:columnswap(A, 1, 3);
213 al2 =11 3214
(%05) A2 =223 =22 a21 az24

333 232 2331 234

Aquesta transformacid s’obté postmultiplicant la matriu per la matriu unitat del mateix
nombre de columnes en la qual s’hagi aplicat la transformacié que es vol aplicar en la
matriu. En efecte:

(%i6) I4a=I4a:columnswap(ident(4), 1, 3);
o010

0100
(%06) [4a=
1 000

oo no1

(%i7) A.l4a;
213 212 =211 =214
(%07) [323 =222 221 224

= =]

333 232 231 234

2. Multiplicaci6 d'una fila o columna per un escalar no nul.

No hi ha una instruccié de wxMaxima que realitzi aquesta transformacid. Per aixo s’ha
de recorrer a la metodologia de premultiplicacio (files) o postmultiplicacié (columnes)
comentada al cas anterior:

(%i8) 13b=I3b:matrix( [1,0,0], [0, %lambda,0], [0,0,1] );
1 00

(%08) I3b=(0 » 0
o011
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(%i0) 13b.A;
211 al2 ali 314
(%gg) a2l na2d na23 a4

31 332 333 334

(%il0) I4b=I4b:matrix( [1,0,0,0], [0,%lambda,0,0], [0,0,1,0], [0,0,0,1] );
1 0 0 0

(%010) 14b =

(%i11) A.I4b;
311 n3lz 313 314

(%%011) [221 222 =23 a24

3. Sumar a una fila o columna un multiple escalar (no nul) d'una altra fila o columna.

(%il2) rowop(A,1,2,-%lambda);
a2l +all La22+212 323 +:213 a2d4+:z14

(%012) a2l 322 323 324

a3l 332 333 234

Vegem també la seva implementacié amb la premultiplicacio per la transformacio6 feta
en la matriu unitat:

- (%i13) I3c=I3crowop(ident(3), 1, 2, -%lambda);
1 7 0

(%013) I3c=|0 1 0
o011

(%il4) I3c.A;
a2l +3l1 n222+312 na323+z13 1La24+:z14

(%014) a2l 322 323 324

a3l 332 333 234

I ara amb una columna;
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(%il5) columnop(A,1,2,-%lambda);
rald+all 312 313 =14
(%015) |.222+821 222 223 a24

La32+a331 332 333 334

(%il6) I4c=I4c:columnop(ident(4), 1, 2, -Yalambda);

1 00 0
L1 00

(%016) T4c=

oo 10

0001

(%il7) A.l4c
Lald+all 812 313 al4
(Y017) | 322+821 =22 223 a24

a3 +331 332 333 334

A.2.2. Obtencioé de matrius esglaonades i matrius esglaonades reduides.

Aquestes matrius s’obtenen amb les instruccions “triangularize”, resultant una matriu
triangular superior, 1 “echelon” que doéna una matriu triangular superior reduida. Vegem
la sintaxi mitjangant uns exemples.

(%i1) '"A=A:matrix( [3, 4, -2, 6],
:5.' 2.- I:].' _1:-'
:?.- 2.’ B.’ ": :I-:
34 -2 B
{D{:,gj_j A=l3 2 0 -1
72 8B 8

(94i2) triangularize(A);
5 2 0 -1
(%02) [0 14 -10 33
0 0 104 172
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(%i3) echelon(A);
2 1

1 — 0 -
3

L
L |

(%03) [0 1 =

—
s

=
Ll

]
i

(%) fpprintprec:55
echelon(A), numer;
1 04 0 -0.2
(%o5) |0 1 -0.714 2.3571
o0 1 1.6538

14
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A-3.- Rang d’una matriu. Inversa d’una matriu. Factoritzacio LU.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Apendix-3.wxm.

A.3.1. Rang d’una matriu

Per calcular el rang d’una matriu cal aplicar la instruccio6 “rank’:

(%il) '‘A=A:matrix( [3, 4, -2, 6],
_5.' 2.- I:].' _1:-'
:?.- 2.l B.l -': :I-:
34 -2 B
{D{:,gj_j A=l5 2 0 1
72 8B 8

(%i2) r=rank(A);
(%02) r=3

A.3.2. Inversa d’una matriu

Per calcular la inversa d’una matriu quadrada regular cal verificar primer que el seu
rang ¢és I’adequat i aplicar després la instruccio “inv’:

(%il) 'A=Amatrix([2,5],[1,3]);

2 35
{%01]&{1 ]

(%%i2) rank(A);
(%02) 2

(%i3) (inv(A))=invAzinvert(A);
3 -5
(%03) inv[ﬂj{ 1 2]

Com es pot veure a continuacid el calcul mitjangant els métodes “manuals” tradicionals
pot resultar complicat:
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(%i4) fpprintprec:55
'C=Cmatrix{ [3.123, 4.543, -2.541, 4.543],
[5.027, 2.977, 0.891, -3.982],
[7.002, 2.804, 8.492, -2.304],

[2.804, 8.492, -2.304, 7.004] );

3123 4,543 -2.341  4.543

3.027 2,977 0.B91 -3.982

(%05) C=
7.002 2.804 B.492 -2.304

2.804 8.452 -2.304 7.004

(%i6) invC=invert(C);
0391  0.01  0.0535  -0.23
-0.34 0,115 -0.0398  0.273

(%06) invC=
-0.155 -0.0932 0.103  0.0813

0.205  -0.174  0.0609 -0.0688

A.3.3. Factoritzacio LU

Per calcular la descomposicié LU d’una matriu quadrada regular, és a dir, dues matrius
la primera de les quals (L) és triangular inferior i la segona de les quals (U) és triangular
superior, que multiplicades en aquest ordre donen la matriu A, hi ha implementada en
wxMaxima una instruccié que dona el resultat corresponent. Vegem un exemple.

-

(%il) '‘A=A:matrix([1,2,-3],[-3,-4,13],[2,1,-5]);

P

1 2 -3
(Yo0l) A=|-3 -4 13
2 1 -5

Vegem que la matriu és regular:

(%i2) r=rank(A);
(%02) r=3

I ara apliquem la instrucci6 que calcula aquests factors:
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(%i3) lu_factor(A, generalring)s
get_lu_factors (%);

1 0 @

1 00 1 2 -3
31 0

(%04) [|0 1 0of,|” Joo2 4]
=]

00125100"

La segona matriu és la triangular inferior (L) i la tercera és la triangular superior (U). En
efecte:

(%i5) L=L:matrix([1,0,01,[-3,1,01,[2,-3/2,11)5
U=U:matrix([1,2,-3],[0,2,41,[0,0,71)%

L.U:
1 2 -3
(%07) -3 -4 13
2 1 -5
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A-4.- Determinant d’una matriu quadrada.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Apendix-4.wxm.

Vegem el desenvolupament del calcul del determinant d’una matriu quadrada d’ordre #,
enelscasosn=21n=3:

(%l ‘Az=A2matriz([all,al2],[a21,822]);,  dethz2=determinant(A2);
det( 42 )=determinant(A2);

all alz
a2l 322
(%02 deth2=3114322-a12 321

(%01) A2={

3ll alz
(%003) det =allazz-alzazl
321 a22

(%) 'A3=AZmatrix([all,a12,a13],[a21,522,523],[821,432,533]);, deth3=determinantA3);  expand(%);
all al2 a1z

(%h04) AZ=|a21 a22 a23
331 a3z a33

(%005) dethl =411 (a22 833-223 a32)-al12 (a21 833-a23 a31)+al3 (821 a32-322 a31)
(%06) deth3 =211 222 a33-al12 a21 a33-all a23 a32 +al3 a21 a32+al2 a23 a31-al3 a2z a3l

Com ¢és sabut, el determinant d’una matriu triangular és igual al producte dels elements
de la diagonal. En efecte:

(%671 B3=B2:matrix([all,a12,212],[0,822,223],[0,0,a22]);
detBa=determinant(B3);

all alz2 al3
(%07 1B3=| 0 a22 a23
] o a33

(%02) detB2=2a11 322 333

(%0i9) ‘B4=B4:matrix([all,alz,a13,a14],[0,a822,523,224],[0,0,a33,234], [0,0,0,a44]
detBd=determinantiB47;

all alz alzd al4
0 az2 aZ23 a24
(%%09) B4 =
] 0 a3z a4
] ] o 244

(%0010) detBd =211 222 233 a4
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Vegem ara un exemple numéric:

(%i1) 'C1=C1: matrix( [1.01,2.02,0.99,0.01,0.01],
[1.02,1.01,-1.01,2.02,0.01],
[1.99,2.99,0.01,1.01,0.02],
[-1.01,0.02,1.02,-2.01,0.03],

[0.24, -0.972, 1.23, -1.954, 1.36] );

(101 202 009 001 001

102 101 -1.01 202 001
(%ol)Cl=|199 299 001 101 002
-1.01 002 102 -201 003

024 -0972 123 -1934 1.36

(%6i2) detCl=determinant{C1);
(%002 detizl =2, 795694905840001

Com ¢és conegut, la inversa d’una matriu quadrada es pot calcular aplicant el concepte
de determinant, mitjangant la matriu d’adjunts o cofactors transposada multiplicada per

I’invers del determinant de la matriu. Aixi:, per exemple:

(%i1) M1=M1: matix( [1,2,1,0],  [1,1-1,2], [23,0,1],  [-1,0,1-2]);

1 2 1 0

1 1 -1 2
(%01) Mi=

2 32 0 1

-1 01 -2

(%6i2) detvll =detv1 deter minant(v17;
(%02) detil=2

(%i2) adiM1=adiM 1 adjoint(M17;

-1 -4 2 -3
g 2 0 2
(%603) adjM1=
3 o0 -2 -1
2 2 -2 0
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(%) i _MI1=imeM10 1 det 1 1 *adiM e,

(%004 ) inv_M1=

Aquesta matriu ¢és la inversa de la matriu M1; en efecte:

(%i5) M L1
1 000

100

0

Hoos
(% )EIEIlEI
0

-2

1

]

1

1

o

1 -

-1

20
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A-5.- Sistemes d’equacions lineals.

Els continguts d’aquest apartat es desenvolupen al fitxer Apendix-5.wxm.

A.5.1. Discussio i resolucio de sistemes lineals.

La mecanica de resoluci6 de sistemes d’equacions lineals senzills amb wxMaxima ja €s
coneguda. Recordem-la amb un exemple.

Exemple A.5.1. Resoldre el sistema d’equacions lineals:

2x—4y=-2
—3x+5y=1

Introduim les equacions i assignem a cada equaci6 una referencia:

(96i1) Eql:2%x-4%y=-2
Eqa-2%x 5%y =1,
(%0l) 2x-4y=-2
(%021 Sy-3x=1

Per resoldre el sistema apliquem la instruccid “linsolve” indicant les equacions i Is
variables:

(%2 insalve([Eql, Eq2], [x,v]);
(%03) [x=2,y=2]

Interessa ara il-lustrar el procediment de discussi6 i resolucid de sistemes d’equacions
lineals aplicant el teorema de Rouché-Frobenius. Ho farem amb dos exemples.

Exemple A.5.2. Discutir i resoldre el sistema d’equacions lineals:

x+2y+3z=1
2x—y+z=-1
—x+3y—2z=2

Com s’ha dit abans, cal introduir les equacions i assignar a cada equacid una referéncia:
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(%i1) Eql: x + 2%y + 3%z = 1§
Egz: 2%c-v +z=-1%
Eg3: -x + 3%y - 2%z = 2%

Ara calcularem amb wxMaxima les dues matrius associades al sistema lineal: la matriu
del sistema formada pels coeficients de les incognites o variables i a continuacid la
matriu ampliada, resultant de concatenar la matriu del sistema amb la columna dels
termes independents. Matriu del sistema:

(%) A=A coefmatrix( [Eql, Eq2, Eq3], [x,v.2]);

1 2 3
(%od) A=|2 -1 1
-1 3 -2

Matriu ampliada: hi ha una instruccié de wxMaxima que dona aquesta matriu, perod en
una forma lleugerament diferent ja que ho fa passant al primer membre els termes
independents 1, per tant, canviant el seu signe. En efecte:

(%i5) A0=augcoefmatrix( [Eql, Eq2, Eq3], [x,v,z]);

1 2 3 -1
(%o05) AD=|2 -1 1 1
103 -2 -2

Per calcular la matriu ampliada en la forma estandard, cal definir el vector de termes
independents i fer la concatenacié amb la matriu del sistema. Per tant:

(%i6) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, -1, 2])5
AD=A0:addcoll A, B) ;

1 2 3 1
(%08) AD=|2 -1 1 -1
1 3 -2 2

Ara s’ha de calcular el rang de cada una d’aquestes matrius:

(%i9) r_A=rank(A);  r_AD=rank(A0);
(%09) r_ A=3
(%010) r_A0=3

Per tant el sistema és compatible determinat. Per resoldre’l per la metodologia classica
es calcula la matriu esglaonada reduida de la matriu ampliada:
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' (%ill) echelon(AO);
1 2 3 1

(%o011) |0 1 1

| L

o0

L]

D’aqui es pot obtenir la solucio, aixi com amb la instruccié de wxMaxima a aquests
efectes:

- (%il12) linsolve( [Eql, Eq2, Eq3], [x,v,2] );

1 3
uls e g— = — =
(%012) [x SIY=5i2 0]

Exemple A.5.3. Discutir i resoldre el sistema d’equacions lineals:

x+2y+3z=1
2x—y+z=-1

Introduim les equacions i assignem a cada equacid una referéncia:

(%i1) Eql: x + 2%y + 3%z = 1§
Egz: 2% -y +z=-1%

Ara calcularem amb wxMaxima les dues matrius associades al sistema lineal. Matriu
del sistema:

(%62 A=focoefmatric] [Eql, Eqz], [x.v,2]);
1 2 3

(Yoo3) A=
2 -1 1

Matriu ampliada:

(%i4) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, -1])5
AD=A0:addcol( A, B) ;

(o) A0=| ©
2 -11 -1

Ara calculem el rang de cada una d’aquestes matrius:

(%i7) r_A=rank(A);  r_AO=rank(A0);
(Y%07)r_ A=2
(%08) r_A0 =2
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Per tant el sistema és compatible i simplement indeterminat. Per resoldre’l apliquem
la instrucci6 de wxMaxima:

. (%il0) linsolve( [Eql, Eq2], [x,v,2] );

o 3 %rd+1 5 %%ra-3 or
(%010) [x=- e - ,Z="%r5]

Es a dir la solucio és:

. Sz+1
s
Jy:?)—SZ
5
z=z€R (parametre)

Exemple A.5.4. Discutir i resoldre el sistema d’equacions lineals:

x+2y+3z=1
2x+4y+6z=-—1

Introduim les equacions i assignem a cada equacid una referéncia:

(%i1) Eql: x + 2% + 3%z = 1§
Eq2: 2%x +4%y + 6%z = -1%

Ara calcularem amb wxMaxima les dues matrius associades al sistema lineal. Matriu
del sistema:

(%62 A=focoefmatric] [Eql, Eqz], [x.v,2]);
12 3

(Yoo3) A=
2 46

Matriu ampliada:

(%i4) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([1, -1])5
AD=A0:addcol( A, B) ;

1 2 3 1
(%06) AQ { ]
2 4 86 -1

Ara calculem el rang de cada una d’aquestes matrius:
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(%i7) r_A=rank(A);  r_AO=rank{A0);
(Y07)r_A=1
(%08) r_A0 =2

Per tant el sistema ¢és incompatible. Vegem qué succeeix si es vol resoldre amb
wxMaxima:

- (%il0) insolve( [Eql, Eq2], [x,v,2] );
(%%010) []

A.5.2. Sistemes lineals amb parametres.

La discussié d’un sistema d’equacions lineals sovint involucra 1’existéncia d’un o més
parametres en les equacions; la tipologia i la solucid del sistema depén del valor
d’aquests parametres i cal fer la discussio corresponent. Il-lustrarem el procediment amb
un parell d’exemples.

Exemple A.5.5. Discutir i resoldre en funcié del parametre a€ R el sistema
d’equacions lineals:

3Ix—2y+z=1
4x+y—2z=12
2x—S5y—az=3

Introduim les equacions i assignem a cada equaci6 una referéncia:

(%i1) Eql: 3% - 2%y + 2z = 1%
Egz: 4% +vw - 2%z = 2%
Egz: 2%: - 5%y - g% =34

Matriu del sistema i matriu ampliada:

(%) A=Acoefmatrix ( [Eql, Eq2, Eg2], [x,v,2] J;

3 -2 1
(%eod) A=[4 1 -2
2 -3 -a

(%i5) load ("eigen™)s  B=B:columnwvector([1, 2, 3])5
AD=A0:addcoll A, B) ;

3 -2 11
(%o07) AD=(4 1 -2 2
2 -3 -z 3

Apéndix: Algebra lineal amb wxMaxima 25



Triangulitzem la matriu ampliada:

(%i8) triangularize(AD);
3 -2 1 1
(%08)|0 11 -10 2
0 0 -113-44 33

Ara tenim dues situacions:
1) Si —11a—44=0, és a dir, si a =—4, aleshores rang(A4)=2; rang(4,)=3 1
per tant el sistema és incompatible.
2) Si —1la—44=0,¢ésadir, si a = —4, aleshores rang(A4) =rang(4,)=3 1 per
tant el sistema €s compatible determinat.

En efecte:

(%i9) Al=Al:matrix([3,-2,1],[4,1,-2],[2,-5,4]); r_Al=rank{Al);

3 -2 1
(%09) Al=|4 1 -2
2 -3 4

(%010) r_A1=2

- (%il1) AD1=A01:matrix([3,-2,1,1],[4,1,-2, 2],[2,-5,4, 3]} ; r_A01=rank(A01);
3 -2 1 1
(%011) ADL=|4 1 -2 2
2 -5 4 3

(%012) r_A01=3

Soluci6 del sistema en el segon cas (a = —4):

(%il13) linsolve([Eql, Eq2, Eq3], [x,v,2]);
{w 13)[ 5a+l1l 2a-22 3 ]
Y00 X= = z=-
11a+44'’ 11a+44’ a+4

Exemple A.5.6. Discutir i resoldre en funcié dels parametres a,b€R el sistema
d’equacions lineals:

ax+y+z=>
xX+ay+z=>b
x+y+az=>b

26 Apéndix: Algebra lineal amb wxMaxima



Introduim les equacions i assignem a cada equacid una referéncia:

(%il) Eql: a™ +v +z = b}
Egz: = +a% +z="5b3
Eg3: = +v +a* =bj

Matriu del sistema i matriu ampliada:

(%64 A=Acoefmatrix ( [Eql, Eq2, EgZ], [x,v,2] J;
al1

(Yood) A=|1 a 1
11 a

(%i5) load ("eigen™)s  B=B:columnvector([b, b, b])5
AD=A0:addcoll A, B) ;

2 11 b
(%07) A0=|1 2 1 b
1 1 z b

Discutirem el rang de la matriu del sistema ja que només depeén d’un parametre i ho
farem amb el seu determinant, ja que és quadrada:

(%4i8) detA=determinant(A);
expand(%a);

(%08) detA=a(a%-1)-2a+2
(%09) detA=a>-3a+2
(%4i10) solve(a™3-3%a+2=0, a);
(%010) [a=-2,a=1]

Ara tenim tres situacions:
1) a=1;
2) a=-2;
3) a=lia=-2.

Primer cas. La matriu del sistema i la matriu ampliada son:

(%il1) Al=Al:matrix([1,1,1],[1,1,1],[1,1,1]);
11 1

(%ooll) Al=|1 1 1
11 1
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. (%il2) AD1=A01:matrix([1,1,1,b],[1,1,1,b],[1,1,1,b]);
1 1 1 b
(%012) AO1=|1 1 1 b
1 1 1 b

Rang d’aquestes matrius:

. (%il3) r_Al=rank(Al); r_A01=rank{A01);
(%013) r Al=1
(%014) r_A01=1

Per tant el sistema és compatible doblement indeterminat. Solucié del sistema:

(%i15) Eqll: x+v +z = bS5
Eq2l: x+v+z="h5%
_ Eq3l: x+v+z=Db5
(%il8) linsolve ( [Eqll, Eq21, Eq31], [x,v,.2] );
solve: dependent equations eliminated: (2 3)
(%018) [x=b-%r7-%r6,y="%r7,z="r0]

Segon cas. La matriu del sistema i el seu rang son:

- (%il9) A2=A2:matrix([-2,1,1],[1,-2,1],[1,1,-2]);  r_A2=rank(A2);

-2 01 1
(%019) A2=[1 -2 1
1 1 -2

(%020) r_A2=2
Matriu ampliada:

(%i21) A02=A02:matrix([-2,1,1,b],[1,-2,1,b],[1,1,-2,b]);

-2 1 1 b
(%021) AO2=[1 -2 1 b
1 1 -2 b

Triangulitzem la matriu:
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. (%0i22) triangularize(AD2);

-2 11 b
(%022) |0 3 -3 -3b
000 %b

Per tant si b#0, el sistema ¢és incompatible 1 si b=0, el sistema és compatible
simplement indeterminat. Soluci6 del sistema:

(%0i23) Egl2: -2%x + v + z = 05
Eg22: x 2% +z =105
Eq32: x+ vy -2%z =105
(%i26) linsolve([Eql2, Eq22, Eq32], [x,v,2]);
solve: dependent equations elminated: (3)
(%026) [x="%r8,y="%r8,z="2%r8]

Tercer cas. Se sap que el sistema és compatible determinat i1 aleshores es pot calcular ja
la solucio:

- (%i27) linsolve([Eql, Eq2, Eq3], [x,v.2] );
b b
Z:
a+2’ a+2]

b
uls = =
(%027) [x Y
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